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ADAM BIELECKI et TADEUSZ DLOTKO

Sur certaines équations fonctionnelles.
O pewnych réwnaniach funkcyjnych.

O HeKoTOphIX (YHKUHOHAJILHBIX YPaBHEHHAIX.

1. Introduction.

L’un des auteurs de la présente note, T. Dlotko a remarqué que
certeing théorémes [1], [2] concernant l’2llure asymptotique et le pro-
bléme des solutions oscillantes des équations différentielles ordinaires
linéaires, d’'ordre n, du type

(I) 2™ = —A(t)x’ A(t) < 0’

peuvent étre étendus au cas de certains types d’équations différentielles
linéaires 4 argument retardé ou accéléré; par exemple aux équations
de la forme

V(1) = —A(t)z(t— (),

ou &(f) désigne une fonction donnée d’avance, ou bien de la forme sui-
vante, plus générale (cf. [3]):

2™ (1) = —j' z(t—s)dr(t, s).

Il en est de méme des équations du type non oscillant

(IT) a™(t) = A(t)x, A(t) =0,

qui se prétent aussi bien aux généralisations de ce genre.
Indépendamment de 1’étude plus détaillée de différentes sortes d’é-

quations généralisant les équations différentielles binémes (I) et (II),

auxquelles sera consacrée une autre note, nous nous proposons ici de

donner un modéle abstrait qui mettra en relief une idée simple, déja con-
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tenue implicitement dans les travaux cités de W B. Fite [1] et de J. Mi-
kusinski [2], et rendant possibles les vastes généralisations que nous
venons de mentionner.

Bien que ce soit la méthode qui soit essentielle dans ce contexte,
nous n’éviterons pas d’énoncer dans la suite quelques théorémes, utiles
dans les applications. Nous prétendons aussi donner aux démonstrations
une forme concise et claire.

2, Classes de fonctions ®" et W"k,

Nous désignerons par ®", n =1,2,..., 'ensemble des fonctions
¢(t), définies et continues dans l’intervalle (a, co) tout entier et ayant
dans cet intervalle des dérivées continues jusqu’a 1’ordre n.

Nous convenons d’écrire ¢(t) = ’a (ou bien < ’a) lorsqu’il existe un
nombre b = a tel que, ’on ait ¢(t) = a (resp. < a) mais non pas ¢(t) = q,
pour ¢t > b. Nous écrirons toujours lime(t) lorsqu’il s’agira de la limite
pour ¢t — oo. Nous dirons qu'une fonction ¢(t)e ®" est de signe déterminé
positif, noté & [¢] = 1, lorsque ¢(t) > '0, et de signe déterminé négatif,
¥ [p] = —1, lorsque ¢(t) < '0. Ceci posé, nous désignerons par ¥™" l’en-
semble formé de toutes les fonctions ¢ e " telles que, pourt = 0,1, 2, ..., n,
les fonctions ¢'” () soient de signes bien déterminés. Ensuite, nous désigne-
rons par ¥™, ou 0 <k <, le sous-ensemble de ¥", caractérisé par les
conditions suivantes, imposées aux éléments ¢(t) de l’ensemble ¥"*:

1° @(t) e¥™;
2° Z1¢"]- ¢l = 1, pour ¢ =0,1,2, ..., k;
3P LS gl = (1Y% pour j =k+1,k+2,...,n—1 (8i k< n);
1 limg™(t) =0, pour m = k-+1,k+2,...,n—1(81 k <n—1);
il existe mne limite limg® (t) =
=g # +oo et g-¥[p] =0 lorsque k <n—I.

Dans certains cas il sera commode de mettre en évidence, méme dans
les notations, un nombre b > a intervenant implicitement dans ces défi-
nitions. Dans ce but, nous convenons d’écrire, au besoin, ¥; ou ¥ an
lien des symboles plus simples ¥" et ¥™*.

3. Quelques lemmes.

Nous allons énoncer plusieurs lemmes, dont la plupart seront presque
évidents ou bien connus. Néanmoins, comme leur réle sera important
dans les raisonnements qui vont suivre, il nous a semblé nécessaire d’en
donner aussi de bréves démonstrations.
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Lemme 1. Si g(t)e ®" ot si la dérivée ¢'™ (1) est de signe déterminé, alors
p(t) ¥,

En effet, si par exemple ¢™(t) = 0, la dérivée ¢™ "V (1) est, pour les
valeurs suffisamment grandes de t, non décroissante. Il s’ensuit qu’elle
converge vers une limite finie ou bien croit indéfiniment et, par consé-
quent, elle doit étre de signe bien déterminé, positif ou négatif, selon
le cas. Mais ce raisonnement peut se répéter jusqu’a ce que toutes les
fonctions ¢, ¢, ..., ¢', ¢ soient épuisées.

Lemme 2. Pour toute fonction ¢(t)e¥" il existe un nombre b > a et
un entier k, 0 < k < n, tels que Don ait p(t)e¥p".

Le lemme étant trivial pour » = 1, il suffira de le prouver pour un
n > 1 arbitrairement fixé, dans ’hypothése que le lemme est déja vérifié
pour n—1.

Supposons d’abord que & [p" V]-F[¢g" ?] = —1; soit ¢ D (t) >0
ot ¢"~V(t) <’0. Cette derniére fonction est monotone, sa dérivée ¢ (t)
étant de signe déterminé. Donec il existe une limite lim ¢ ~V(t) = g < 0.
Si g < 0, on aurait ¢ " (t) <’c < 0 et, pour un nombre b suffisamment
grand, 0 < "2 (t) < ¢ P (b)—cb+ct, co qui est évidlemment impos-
sible; donc g = 0, ce qui entraine l'inégzlité ¢™(t) = 0. Nous voyons
ainsi que, dans le cas envisagé, le nombre k¥ << n—1 et son existence est
déja assurée par I’hypothése que le lemme soit juste pour I'indice n—1. 11
résulte, soit de cette hypothése, soit du raisonnement achevé tout a ’heure,
que toutes les conditions 1°-5° subsistent dans ce cas pour l’indice n.
Lorsque & [¢"" " V]#[¢""~?] = 1, il suffira de prendre k = n ou k = n—1,
suivant le signe de la dérivée ¢™ (t). Dans le dernier cas la condition 5° se
vérifie sans peine, la fonction ¢"~"(¢f) étant monotone et son module
. non croissant, eu égard aux signes des fonctions ¢~ et ¢,

Remarque. Il est bien évident que pour n > 2 toute fonction
@(t)e¥™ croit en module indéfiniment, et ses dérivées d’ordre < n—2
jouissent de la méme propriété.

Lemme 3.(}). Nous supposons que ¢(t)e¥p*, 0 <k < n, ¢™(t) <0
pour t, et que f(8) soit une fonction continue et non négative dans Dinter-
valle (b, 0o), telle que lon ait, pour tout v =1 = b,

(1) L] ¢ (s)ds = [f(s)ds.
t t

() L’idée d'un tel lemme nous a été suggérée par un argument de W. B. Fite
[1]; voir aussi [2].
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Dans ces hypothéses on a, pour t >b et x =n—1, n—2,...,k+1, k,

oo

1
), %) - g\
(2) bl e J (81" 'f(s)ds >

Dintégrale au second membre de Uinégalité (2) étant toujours comvergente;
L") = (=1)" L [¢™].

Or, en vertu des hypothéses du lemme et de la définition méme de
Y%, on a pour v >t >b d’abord ¢ "(v) > 0 et, ensuite,

r

0 <g" V(o) <" )+ [ f(s)ds
t
d’on

d" V(1) = [ fis)as
1

et c’est un cas particulier de la formule (2), o » = n—1.
Supposons-la, déja vérifiée pour un certein » > k et soit, pour fixer
les idées, #[¢™] > 0. On en tire les inégalités

(x—1) o _ f=1) - agn—n—1
0< —¢ (v) = —q (*)— —_‘u—x-—l)' f{f (8 —u) f(8)ds du
qui entrainent la suivante
p _—l—___ ': B‘o T L 1 ? - B ’{,_u
' (n—x—1)! ;'l U \8=¢) f(s}dsidu < — g™ (1),

3

dans laquelle on peut évidemment remplacer la lettre v par le signe ooc.
Mais ceci suffit déja pour déduire, par une simple transfiguration de 1'in
tégrale, la formule qui s’obtient de (2) en remplacant x par »—1.

Pour achever la démonstration il suffit"d’en appeler au principe de
I’induection.

Lemme 4 (de ). Mikusinski). Soit 0 <7 < 1 < m et f(t) une fonction
continue et non négative pour t = a. Supposons, en plus, que t > a et K > 0,
et que

oo ~d

' g tf(g)ds < oo el | 8"~ 1f(s)ds = oco.

Dansg ces hypotheses, il existe un nombre o > v tel que

t
JU (s—u)"'“’*"f(s)ds}du > K(@t—o), pour t=o.

T W

La démonstration est esquissée dans [2].
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4. Equation fonctionnelle
Considérons une équation de la forme
(3) " () = OFg(1), t > a, 6 =1,

ou F désigne une transformation qui fzit correspondre a toute fonction
@(t) de classe ®" une fonction ¥(t) = Fp(t) de classe ®° et, en outre,
remplit d’autres hypothéses dont quelques variantes seront énoncées
comme Buit:

Hypothése H,. 8i @(1)e®" est de signe déterminé, la transformée
Y(t) Dest encore et ¥ [¢]-F[¥] = 1.

Hypothese H,. Il existe un e >0 satisfaisant a la condition sui-
vante: St (1) e D" est de signe déterminé et si |p(t)| = ‘et', oiL ¢ = const > 0
et A est un nombre réel, non négatif, inférieur a n—1, alors

oo

(4) { " > ‘P‘Q‘J(R}d# = ool

Hypothése H;. Si @(t)e®" est de signe déterminé et si |p(t)| = ot”,
ot ¢ = const > 0 et p est un entier non négatif et inférieur & n—1, alors

N

(5) _|' 8" P Pg(8)ds = oco.

11 est visible que les conditions H, et H,, méme daus leur ensemble,
n’assurent point l'existence de solutions d’une équation du type (3).
Pour formuler des conditions suffisantes d’existence des solutions il fau-
drait donner la description de la nature de la transformation F et pré-
ciser plus exactement les limites des applications de notre modeéle. Cepen-
dant, le probléme d’existence ne faisant pas 1’objet de la présente note,
nous laisserons de c6té toutes les questions possibles qui pourraient s8’im-
poser en rapport avec ce probléme. Ce qui nous intéresse actuellement,
c’est seulement 1’allure asymptotique des solutions, étant supposé qu’il
en existe une au moins. Remarquons, 4 cette occasion, que lorsqu’il sera
question des solutions de I’équation (3), elles seront toujours entendues dé-
finies dans l’intervalle (a, co) tout entier.

Nous introduirons encore deux types de fonctions: Les classes de
fonctions B™ CW™ dont les éléments seront caractérisés par la con-
dition
(6) limg™(t) = 0,
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complétant le systéme des conditions contenues dans la définition des
classes W™, et les classes A™ formées des fonctions (), dites oscillantes,
qui appartiennent resp. 4 ®" et satisfont & la condition

sup {t:p(t) = 0} = oo.

Théoréme 1. Dans Uhypothése H, toute solution de Véquation (3) doit
appartenir soit & la classe A™, soit & Pune des classes ¥™*, ou 0 < k < n;
dans le cas o 0 = 1, on a k = n(mod 2), dans le cas ou 0 = —1, on
a k<mn—1 et k =n—1(mod2). .

Démonstration. Supposons qu’une solution ¢(¢) de 1’équation (3)
n’appartienne pas 4 A". Donc elle est de signe déterminé et, en vertu des
lemmes 1 et 2, appartient 4 une classe ¥ ol b >a, 0 <k < n. Mais
F[¢™] = £[p], Aot le reste de la proposition.

5. Généralisation des théorémes de W.B. Fite et J. G. Mikusinski.

Théoréme 2 (*). 8i la transformation F satisfait aux hypothéses H,
et H,, toute solution ¢(t) de Véquation (3) appartient a Vune des classes:
A", Y™ ou bien B". En particulier:
8t 6 =1 et n est pair, ¢(t) appartient a A",¥"" ou B", °
8t 6 =1 et n est timpair, (1) appartient @ A" ou ¥"",

88 6 = —1 et n est impair, ¢(t) appartient & A" ou B™,
8 0 = —1 et n est pair, ¢(t) appartient @ A".

phE

En effet, soit ¢(t) une solution de ’équation (3) et supposons qu’elle
ne soit pas oscillante; en vertu du Théoréme 1, ¢(t)e¥;* ot le nombre k
peut étre égal & n seulement dans le cas ou 6 = 1. Nous pouvons don¢
admettre que 'on a 0 < % < n+1 Nous admettons en outre, pour sim-
plifier les notations, que ¢(¢) > ’0. Nous allons voir que le nombre k
ne peut pas étre supérieur a zéro (3).

Sinon, nous aurions ¢ > '0 et la fonction ¢* " (t) serait positive
et non décroissante. Donc il existerait un nombre a > 0 tel que ¢* " (2) >

(3) Les hypothéses H, et H, sont remplies dans le cas particulier ol Fop(t) =
= A (t)-¢(t), la fonction A (f) étant continue et non négative dans l'intervalle <a, oo),

[ )

et satisfaisant 2 la condition ["—!* 4(t)dt = oo, e > 0. Nous obtenons ainsi, pour
des ordres n pairs, une généralisation d’un théoréme de J. G. Mikusinski ([2], p. 35),
dans lequel un nombre ¢ > 0 n’intervient que si l'ordre n est supposé pair; cf. les
formules (6) et (7) dans le travail cité. Cependant, remarquons que 1’on ne peut pas
ge passer de ce nombre ¢ > 0, méme dans le cas ol I'ordre n est impair, ce qui montre
I’exemple & la fin de la présente note (voir remarque a la page 104).

(3) La méthode dn raisonnement qui va suivre a été empruntée au travail [2].
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= 2a, d’ou ¢(t) = at*~! pour t > b, le nombre b étant suffisamment
grand. Soit f(f) = Fg(t). D’aprés (3) et I’'hypothése H, on aurait

(7) [ &5 f(s)ds = oo,

tandis que, en vertu du lemme 3, formule (2),

A M~k n"“ " f@)ds, ¢ = b,
d’ou
(8) Il?s""‘“f(s)dx < oo
ot
[ )
v » (ﬂ--—;‘ —1)! ‘{( (¢ —u)* “~'f(s)dsydu,

pour ¢t > v > b. Ainsi, en vertu de (7) et (8), les conditions du lemme 4
seraient remplies pour m = n—k+1—e¢, 5 = ¢ ot, en admettant que
K = 2, nous en tirerions les inégalités ¢~ (t) > 2a(t—o0)*, ol 0 =7 > b,
et ¢(t) = o*'** pour t > b, >b. Mais, en itérant cet argument, nous
verrions que

g(t) =17 i=1,2,...j,

olt 1—¢ < je < 1, ot, en reprenant ce procédé encore une fois, nous arri-
verions aux inégalités contradictoires suivantes

a0

oo = [a"*Tf(s)ds < [ 8" F ' f(a)ds < oo.

Nous avons ainsi démontré que l'indice k = 0, ce qui est possible exclu-
sivement dans les cas ou'6 = 1 et n pair, ou bien 6§ = —1 et n impair,
en tenant compte du fait que ¢(t)e¥™ et de la condition 2° dans la défini-
tion de cette classe (page 00). Donc il reste & montrer que limg(t) = 0.
En effet, dans le cas contraire, nous aurions ¢(t) > 'a > 0, d’oli, en vertu
de I’hypothése H, et du lemme 3, résulteraient les inégalités

o ]
o = __I.s""qu(s)ds < | 8" Fp(8) < oo.

Cette derniere contradiction achéve la démonstration.
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Théoréeme 2*. Si la transformation F satisfait aux hypothéses H,
et H:, toute solution ¢(t) de Véquation (3) appartient a Dune des classes
A", ¥ ou B™, les classes ¥™" étant exclues pour 6 = —1 et les classes
B™ pour (—1)"6 < 0.

La démonstration est beaucoup plus simple que celle du théoréme 2,
puisque dans le présent cas ¢ = 1 et les inégalités (7) et (8) sont déja con-
tradictoires, et le lemme 4 devient superflu. On peut aussi se passer du
lemme 3, comme il suit. En supposant que l'on a 0 < g(t)e¥™ ot 0 <
< k < n, il vient, comme auparavant ¢(t) = ‘at*~!, d’ot1, d’apreés ’hypo-
thése H: et (3)

6 f s" k1™ (3)ds = oo.

D'autre part, on a, en intégrant per partes,

t

6fs"“"“¢p"‘)(s)ds =

T

= 0" g™ (t)—... 4 (n—k—1)!¢™ + const > const

et nous aboutissons ainsi & une contradiction.
La derni¢re étape de la démonstration dans cette variante du raison-
nement est analogue.

Remarque. Le nombre ¢, qui figure dans la formule (4) et devient
égal 4 1 dans (5), ne peut pas étre rejeté. En effet, ’équation ¢ (1) =
= a(a—1)...(a—n-+1)t""¢(t), ol 1 < a < n, satisfait & la condition (4)
avec ¢ = 1, mais sa solution particuliére ¢ () = t* n’appartient & aucune
des classes A", B", ¥""  Dans cet exemple § =1 ou 6 = —1 gelon le
choix particulier de a.

Le tableau suivant met en évidence les resultats que nous venons
d’éablir.

<P(") = —Fyp (P(") = Fg
An 2 \Fnk A", \P-nk
o O0<k<n |0<k<n
H, A" A", ¥, B™| = pair
ot — i
H,ou H!| A", B™ A, E™ n impair |
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Streszczenie

Zakladamy, ze przeksztalcenie F przyporzadkowuje funkejom ¢(t),
klasy C™ w przedziale (a,oc),n > 1, funkcje Fgp(t), ciagle w tym
przedzizsle, zachowujac, dla dostatecznie duzych wartosci #, znak funkeji
@(t) w przypadku, gdy byl stely dla ¢t > b, gdzie b > a. Zakladamy ponad
to, ze ¢ > 0 i ze, jeSli dla dostatecznie duzych ¢ spelniona jest nierownosé
@(t) = at’, gdzie a >0 i 0 <A< n—1, to calka

'. =i ‘f"q-{f.)rﬁ

jest rozbiezna.

Przy tych zzlozeniach, jesli rownanie ¢™ (t) = 0Fp(t), 62 =1 ma
rozwiazanie ¢(t) klasy C™ w przedziale ‘a, co), to moze zajsé tylko jeden
z nastepujacych przypadkow:

I. Zbior miejsc zerowych funkeji ¢(?) jest nieograniczony u gory

(t.zw. rozwiazanie oscylujace).

IT. Funkeja ¢(t) i jej pochodne az do rzedu » maja, dla dostatecznie
duzych ¢, ten sam znak; |¢' (t)] - oo, gdy t = oo, dla i = 0,1, ...,
n—2.

ITI. Funkeja ¢(2) i jej kolejne pochodne do rzedu » maja znaki alternu-
jace, dla dostatecznie duzych i, a ponad to ¢ (t) - 0, gdy t — oo,
dla ¢ =0,1,2,...,n—1.

Ewentualno$é¢ IT jest wykluczona, gdy 6 = —1, ewentualnosé III
odpada, gdy (—1)"6 < 0.

Wyniki te uogélniaja pewne twierdzenia W.B. Fite’a [1] i J. G.
Mikusinskiego [2].

Pe3ome

IlonaraeM, 4ro omepatop F mnpeoGpasyer pyHKuuu o(t) kiaacca C™
B MoJycerMeHre {a, oo), Mpu4éM n > 1, B yHKUHH HempepPbIBHbE B (a4, 00)
¢ cCoXpaHeHHeM 3HaKa QyHKUHHU ¢(¢) IIA HOCTATOYHO OOJIbIIMX 3HAYEHHit
t B TOM Clly4ae, KOrla 3TOT 3HAK COXpaHAJNCA Yy ¢(t) anA t > b, rge b > a.
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ITonaraem cBepx TOro, 4ro JAJIA HEKOTOPOro & >0, U €N HCIOJHEHO
HepaBeHCTBO ¢ (t) = at* QA mocTaTOuHO GONBIIMX t, mpuyéM a >0 u 0 <
< A < n-—1, To uHTerpai

RS

| A R (t)dt

PACXOIMTCH.

[Mpu astux 1pennokeHuAx, ecim ypaBHenue ¢ (1) = 6Fp(t) umeer
pewenne ¢(t) knacca C™ B monycermente (0, co), TO MOMKET HMETb MeCTO
TOJIBKO OAMH M3 CIeRYLUMX Ciydaen

[. MHoskecTBO 3HaueHHit ¢, 1A KOTOPHIX @(t) = U, HEOrpalU4eHO clIpaBa
(Tak Ha3biBaemMoe OCLHMJLIMpYIOLlee pelleHHe).

1I. ®yHKUMA @(t) U eé TPOU3BOXHBIE [0 n-r0 MopraxKa ¢ (¢),¢ = 1,2, ...,
.v.y 71y HMEJOT TOTHE CaMBIli 3HAK NMPU XOCTATOYHO OOJBLIIMX t; NMpH-
tom | (t)] - oo, Korma t —> oo npu i =1,2,...,n—2.

III. ®yuxkuua ¢(t) u eé npoussomune ¢ (1), i =1,2,...,n, umewT
3HAKM MoMepeMeHHO -+ W — JUIA JXOCTaTO4yHO OoJIbWIMX f, a mnpu

atoM ¢ (t) > 0, vorga ¢t - oo gaa i =0,1,2,...,n—1.
Cayya#t Il ueBoamorkeH, korga 6 = —1; cayuait III uckmioueH, ecian
(=1)"0 >0.

1o mpennoxenue oGobuiaer HexoTopnie Teopemun Y. B. ®@atita [1]
u fI. T. Muxycunckoro [2].



