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ZDZISEAW LEWANDOWRSRKI

Sur l'identité de certaines classes de fonctions univalentes 11
O identycznosei pewnych klas funkeji jednolistnych 1l

O TOXIECTBC HCKOTOPhIX KJACCOB OMHOAHCTHBIX ynknui Il

Introduction

Dans la premicre partie de ce travail [3] j’ai étudié deux sous-classes
de la classe S des fonctions f(z) = 2+ a,22 ... holomorphes et univa-
lentes dans le cercle |2| < 1: la classe L des fonctions linéairement acces-
sibles de M. Biernacki [1] et la classe K des fonctions presque convexes
de W. Kaplan [2]. J’y ai démontré que L C K. Dans cette seconde partie,
Je me propose d’établir la proposition réciproque, c’est-i-dire de prouver
que K C L.

Pour la commodité du lecteur, je vais rappeler brievement les défini-
tions des classes de fonctions K et L. Nous dirons qu’une fonction f(z)e S
est linéairement accessible lorsqu’elle représente le cercle 2| < 1 sur un
domaine linéairement accessible, c’est-a-dire tel que son ensemble com-
Plémentaire soit la somme d’une famille de demi-droites fermées telles
que les demi-droites ouvertes (sans extrémités) correspondantes soient
disjointes deux & deux. La fonction f(z) &4 dérivée non nulle, holomorphe
dans le cercle |z| < 1, est dite presque convexe dans ce cercle 8’il existe
une fonction @(z) qui effectue la représentation univalente du cercle
|2] < 1 sur un domaine convexe et telle que la partie réelle de ’expression
f'(2)/®’ (2) soit positive dans le cercle |z| < 1.

Je rappellerai encore certains théorémes fondamentaux établis par

M. Biernacki [1] pour les fonctions de la classe L et par W. Kaplan [2]
pour les fonetions de la classe K.
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1. Toute fonction f(z)eL est limite uniforme dans chaque cercle |z| <
ryr < 1, de fonctions qui représentent le cercle |z| < 1 gur le plan muni
d’un nombre fint de coupures qui sont des demi-droites sans points communs.
2. Si f(z) est limite uniforme dans chaque cercle 2| <r,r < 1, powr
n — oo, de fonctions f,(2) [f.(0) = 0, f,(0) > 0] univalentes dans le cercle
|2| < 1 et représentant ce cercle sur des domaines D, linéairement accessibles,
f(2) représente aussi le cercle |z| << 1 8ur un domaine I linéairement acces-
sihle.

3. Toute fonction presque conveme danx le cercle |z| < 1 est umivalente
dans ce cercle.

4. Pour que la fonction f(z), f'(2) # O, holomorphe dansg lc cercle |z| < 1,
soit presque convexe dans ce cercle, il faut et il suffit que Uon ail

0y
(1) | Re{l-re f(re’®)/f' (re)}do > — =,

6)
ote v est un nombre positif de Uintervalle 0 < v < 1, 0, et 6, des nombres
reels quelconques satisfaisant & Vinégalité 0, < 0,.

Désignons par argf’'(z) 1'une des branches uniformes de la fonction
multiforme argf’(z) pour la fonction f(z) presque convexe dans |2| < 1.
Un tel choix est possible, puisque f'(z) = 0.

Remarque 1. L’inégalité (1) est équivalente a celle-ci:

(2) argf'(rexpif,)— argf (rexpif,) < = 6,— 0,

ot dans les deux termes du premier membre argf’ (z) désigne la méme branche
de cette fonction, ow bien & Uinégalité

(3) P(r,0,)—P(r,0,) <m,0, <b,,0 <r<1,
o

P(r,6) = argf (re'®)-+0.

De ces formules on obtient l'interprétation géométrique de la condition
de presque-convexité dont il est question dans la premiére partie du
travail [3].

Dans le dernier chapitre, j’établis aussi quelques nouveaux résultats
relatifs aux deux classes de fonctions considérées. J’y détermine, entre-
autres, le rayon » maximum, dans la classe L = K, tel que le transformé
du cercle correspondant est un domaine étoilé par rapport au point
w = 0. La démonstration du théoréme annoncé sera faite en plusieurs
étapes. Dans ce but, je vais introduire certaines notions et considérations
auxiliaires, indispensables dans la suite.
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. Chapitre 1

Nous conviendrons de désigner, jusqu’au chapitre 4, par r un nombre
fixé de lintervalle 70,1) et par C la transformnée de la circonférence
|z| = » par une fonction fixée f(z)e K. Comme lu représentation f(re")
fait correspondre aux parameétres 0 croissants un sens de parcours positif
sur la courbe C, nous aurons en vue, en disant qu’un point se déplace sur
C ou décrit C dans le sens positif, une variation des points de la ¢ourbe C
qui correspond a ’accroissement du parameétre 0. Par argf’(z) nous d¢-
gignerons, ici et dans la suite, la branche uniforme de la fonction multi-
forme argf’(z) qui tend vers zéro lorsque z = 0. Le résultat que je me
propose (’établir consistera 4 prouver que le domaine D limité par la
courbe C, transformé¢ du cercle |2| <<+ par w = f(2), est linéairement
accessible. Si la courbe C était convexe, ce résultat serait atteint. Sup-
posons done dans ce qui suit, que la courbe € n’est pas convexe. Etant ana-
lytique, la courbe C est composée d’un nombre fini d’ares convexes par
rapport au domaine D et d’'un méme nombre d’arcs concaves par rapport
4 D, aucune partie de la courbe C ne peut étre un segment de droite.

La courbe O étant analytique, fermée et bornée, supposons, pour lu démonstra-
tion par I'absurde, que des parties de C svient des segments de droite. Evidemment,
deux quelconques de ces segments ne peuvert avoir d’extrémités communes (nous con-
sidérons comme un seul segment deux se-
gments qui sont le prolongement I'un de J
I’aute). Désignons par AB le plus long des C
segments (ui sont parties de la courbe (' et
supposons qu’'un point s¢ meuve de 4 4 B en
déerivant C dans le sens positif. Soit Cp un arc
ouvert suffisamment petit de la courbe C qui
contient le point B. Introduisons un systéme
de coordonnées (rectangulaires) dans lequel
I'axe Oz passe par le segment 1B et I'axe
Oy contienne le point B, le point 4 apparte- A B |Co X
naut au demi-axe négatif des abscisses (fig. 1).

I’arec Cp est un are analytique de Jordan. Figure 1
Soient z = x(t), y = y(!) des transforma-

tions biunivoques des points de l'arc Co et des points ¢t du segment (a, f),
dans lesquelles on fait correspondre aux parameétres ¢ croissants un parcours
positif sur la courbe C. Supposons qu’au nombre ¢y, a < {, < §, corres.pond'e le Pomt B.
On a donc z(f;) = y(4,) = 0. Dans un voisinage suffisamment petit du point 7, la
fonction y = y(t) peut étre développée en série de Taylor:

g = y(t) = gt ¢ (L—Lto) + e (t—Lo)* .

Dans l'intervalle [a, f,] on & y(t) = 0, donc ¢; = ¢; = 63 = ... =.0' 11 en résulte que
pour t > ¢, |t—t,| < 8 < (B—1), on a aussi y(t) = 0. Dans Vintervalle ({,, t{,+ J)
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on a constamment z(t) > 0 ou bien z(!) < 0; cela résulte de ce que les points du
segment (u, f) et ceux de l'arc C, se correspondent d’une maniére biunivoque. Si
dans (ty, t-- 6) on a constamment z(t) < 0, il y a contradiction avec le fait qu'il
y a correspondance univoque entre les points te(u, f) et ceux de I’arc C. D'autre part,
si dans ({;, ty+ 0) on a constamment x(t) > 0, il y aura aussi contradiction avec I'hy-
pothése quc le segment A DB est le plus long des segments rectilignes qui font partie
de la courbe C. Par conséquent il est impossible que la courbe C contienne des parties
rectilignes.

Lo domaine D, transformé du cercle |z| < r par w = f(z), est borné
et contient I'origine. Décrivant la courbe € dans le sens positif, désignons
les arcs concaves par rapport a D par L,,4,,...,4,, les arcs convexes
par rapport & D par A,,1,,...,4,,
I’arc¢ £, suivant immédiatement 4,.
Désignons les points d’inflexion sur

92 A7 - Ly P’arc ;. (extrémités de 1’arec ;) par
/ Ly A By K =1,2, . m, de telle fa-
con que le systéme de trois points
(A, S, B;) détermine un sens de
parcours positif sur la courbe C, S,
étant un point intérieur quelconque
deYarc ;.. Pour tout ke{1, 2, ..., n|
tracons par le point B, une demi-
-droite I, orientée, tangente i
(fig. 2) et telle que son orientation
soit celle du vecteur tangent & la
courbe C au point B, et que son
sommet soit le point B,. (Ici et

Figure 2 dans la suite, le sens positif du ve-
cteur tangent & C sera considéré
comme celui du sens de parcours positif sur la courbe C). De fagon ana-
logue nous désignerons par m, les (emi-droites orientées correspondant
aux points A, k =1,2,...,n (fig. 2), mais de sens opposé a celui du
vecteur tangent correspondant au point A,. Plus précisément, nous
entendrons ici par sens d’une demi-droite celui d’un vecteur quelcon-
que, dont P'origine est le sommet de la demi-droite et 'extrémité est
un point de celle-ci. Pour plus de netteté, nous avons écarté sur la fig. 2
le cas ou les demi-droites I, ou m; coupent la courbe C en dehors des
points A, et B, k=1,2,...,n.

Remarque 2. On voit immédiatement que 8i Uon décrit la courbe C
dans le sens positif du point B au point A; , (en suivant I’arc L), le vecteur
tangent T tourne dans le sens positif (k= 1,2,...,n, 4., = 4,). De
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facon analogue, swr les arcs le vecteur tangent towrne dans le sens négatif
lorsque le point de contact se déplace sur la courbe C dans le sens posilif.

En effet, lorsque 0 augmente de sorte que f(re'’)eE;, le point f(re')
décrit dans le sens positif un domaine A, convexe, limité par 'arc L, et
par un segment de droite d’extrémités B,, A, ,, contenant certains points
du domaine I). Donc arg7'(r, 0) = P(r,0)+x/2, que nous désignerons par
arg 1'(0), augmente sur l'arc £,. On établit de facon analogue la remar-
(ue précédente dans le cas oll, au lieu des arcs £,, on considére les arcs 4;..

I1 est évident que tout couple de demi-droites my, I, k =1, 2,..., u,
forme un systéme de demi-droites sans points communs; sinon, en par-
courant la courbe (' dans le sens positif, du point A4, au point B,, nous
décrivons ’arc 4, donc le vecteur 7'(f) tournera constamment dans le
sens négatif (remarque 2); le sens de ce vecteur étant d’abord le sens
opposé o celui de la demi-droite m; et finalement celui de la demi-droite
[, son argument diminuera done d’une quantit¢ supérieure a w, ce qui
ost impossible, puisque la courbe (' est la transformée de la circonférence
z| = r par la fonction f(z)e K (cf. interprétation géométrique, {31, p. 132).
Comme arg7'(0) = argf (re'®)-|- 04 =/2, ou la branche uniforme argf’(z)
@ été déterminée a la p. 19, il résulte de la continuité de la fonction
arg f'(z) dans |z, < 1 que arg7'(0) est une fonction continue, définie dans
Pintervalle —oco << 0 < - o0o. On a en outre

(4) argT'(0 - 2x) —arg 1'(0) = 2x.

Soit 6, un nombre de Dintervalle (—oo, +oo) tel que f(re'?v) — 4,. Si
argument 6 parcourt DPintervalle <6y, 0, 27) en augmentant, f(re'®)
déerit 1a courbe (' exactement une fois dans le sens positif &4 partir du
point A,. Les valeurs des parameétres de 'intervalle (6, 0, 2x), corres-
pondant par la transformation f(re'®) aux points A, A,, ..., 4, ,,(4d, =
= 4,.,) ot aux points By, B,, ..., B, (dont il a été question a la p. 20),
sont les zéros de la dérivée:

dargT(0)/00 = 1-+Relref’ (re”)|f (re”)}.

Cela résulte du fait que les points A, By, k = 1,2, ..., n, sont des points
d’inflexion de la courbe C. Soit 6* un nombre de l'intervalle 6,, 0,-- 27,
tel que argT(0) admette dans cet intervalle sa valeur maxima. Avec
(4) on a: argT (6, 2x) >argT(0,), donc 0, < 6" < 6,--2r. Comme
les points 6, et 6, - 2n correspondent géométriquement, dans la transfor-
mation f(re'®), au point 4, et que la dérivée a4 gauche de la fonction
argT(6) s’annule au point 6, 2n et sa dérivée s’annule aux points de
lintervalle (6, 6,--2x) qui correspondent aux points A,,..., 4,;
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By, ..., B,, le transformé du point 76 par la fonction f(z) est un des
points A,, 4,,..., 4,. Dans lintervalle (6*,6*42x)> argT(6) admet
sa valeur maxima pour § = 6* 4 2x. En effet, soit 6e(6*, 6°+-2=)>. Nous
allons distinguer deux cas:

1) 6* <0 < 6,+2n. Alors arg?'(0*+ 2x) = argZ'(60*)+ 2% > arg T'(6),
car (0*,6,+2r) est la partie de I’intervalle (0,,8,+2x> dans laquelle
argT(6) admet sa valeur maxima pour 6 = 6°.

2) 6,427 <6 < 6*+2rn. Alors 6, < 6—2n < 6*, donc, d’aprés la
définition de 6%, on a argT(6*) > argT(6—2r) et, avec (4), argT(6*-
+2n) > argT(0), c. q.f. d.

Posant ¢(z) = 6 " f(2¢°") nous avons: ¢(0) = 0, ¢'(0) = 1. Comme
la définition de ¢(z) entraine 1'égalité:

1+ 29" (2) Jg' (2) = 1426°"f"" (26"") [f'(26""")
il résulte du raisonnement du »° 4 (p. 18) que ¢(z)e K. Introduisons pro-

visoirement la notation: argT,(0) = argg’(re'’) -+ /2. Nous aurons
alors:

arg T, (0) = argf' (re'®**))+ 04+ =2 = argT(6+6%)— 6*,

d’ou résulte que argT,(6) admet dans l'intervalle (0, 2x) son maximum
pour 6 = 2n, puisque arg7(6) admet, comme nous l’avons vu, dans
Pintervalle (6*,6*+2x) son maximum pour 6 = 6*--2x. La courbe
C,, transformée de la circonférence |z| = » par la fonction w = ¢(2),
a été engendrée, en langage géométrique, par une rotation d’angle (— 6°)
de 1a courbe C autour du point w = 0. Comme pour 0e(0, 27> on a:
argT,(0) = argT(6+ 6%)—6°, il vient:

(5) dargT,(0)/00 = dargT(6+6%)/d (6 6°).

Si donc¢, dans la rotation d’angle (—6*) de la courbe C, aux points
A,,A,,..., A, correspondent sur C, les points Aj, A;,..., 4, et aux
points B,, ..., B, correspondent les points B, B;, ..., B,, il résulte de
(5) que la fonction argT,(6) admet dans l'intervalle (0, 27> ses maxima
ou ses minima aux points qui correspondent dans la transformation
f(z) aux points A;, A;,..., 4, ou aux points B, B,,..., B,. Donc
arg T, (2x) est la valeur maxima que puisse admettre la fonction argT,(6)
dans Pintervalle (0, 2x), le transformé du point 76*™ = r par la fonction
®(z) étant un des points A}, 4;,..., A,. D’aprés les considérations pré-
cédentes on peut admettre que la fonction f(z)e K, introduite au début
du chapitre 1, a la propriété

(6) argT'(6) < argZ'(2x) pour 0e{0,2xn)
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ot que f(r) représente un des points A,, A, ..., 4,, soit 4,, sinon, il
suffirait de changer le numérotage des points. Pour simplifier I’écriture,
unous introduirons encore la notation:

(7) f(r) = A,.

Chapitre 2.
Nous établirons maintenant plusieurs lenimes.

Lemme 1. Désignons par 1 une demi-droite orientée de sommet A et
soit B un point intérieur de celle-ci. Appelons demi-plan négatif de la demi-
droite 1 celut des deux demi-plans, que détermine une drotte passant par l,
qui est situé a droite d'un observateur qui se meut sur la demsi-droite dans
le sens direct (fig. 3). Désignons par C, un arc simple de classe C'V, dont
le point B est Uorigine et le point A Vextrémité, et supposons que larc C,
nait pas d’autres points communs avec la demi-droite 1. Le sens positif du
vecteur tangent sera celut de Parc C,. Soit z = z(t), a <1 < b, D'équation
de cet arc. Supposons de plus que le sens du vecteur tangent & C, au point
A s0it opposé & celui de la demi-droite | et que les points de lare €, qui cor-
respondent aux iptervalles a <t < a-tée, b—e <t <b, 0 < ¢ < (b—a)/2,
sotent contenus, pour & assez petit, dans le demi-plan négatif de la dems-
droite 1. Désignons par a,0 < a < w, la valeur absolue de Dangle entre la
direction de la demi-droite 1 et celle du vecteur tangent a Varc Cy au point B.
Dans ces conditions, on a, en désignant par T 4 et Ty les vecteurs tangents
@ C, auw points A et B; argTp = argT,, Végalité n'ayant liew que
sia=m.

Démonstration. Nous dirons, plus exactement, (ue argl'p désigne
la valeur de I'angle ¢, 0 < ¢ < 2=n, que fait le vecteur 7'y avec le sens
positif de I’axe réel. Si I’on désigne par T(t) le vecteur tangent & C, au
point z = z(t), tela,b), alors, en s’appuyant sur I’hypothése que l’arc
C, est simple et sur la définition argTp — argT(a), on voit que arg7(t)
est une fonction bien déterminée (uniforme) dans Pintervalle <a, b).
Par hypothése, ’arc C, et le segment 4B forment conjointement le bord
d’un domaine simplement connexe borné Q (fig. 3).

11 résulte de la définition qu’on décrivant V’arc €, a partir du point
B et en décrivant le segment AB de A &4 B, nous déterminons pour le do-
maine 2 un sens de parcours négatif. Le contour de ce domaine est une
courbe fermée de Jordan. Si I’on décrit le domaine 2 dans le sens négatif,
P'argument du vecteur tangent augmente de (— =) au point 4, de (— a)
au point B. Si 'on décrit tout le contour du domaine £ une fois dans
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le sens négatif, 'argument diminue de 2=, nous avons done: arg?',— 2n
+a+n =argT,;, dou argTz—n-+a=argl,, c'est-a-dire argT, =
= arg? ,+m—a. Avec I'hypothése 0 < a < =, cette dgalité achéve la
démonstration du lemme 1.

Iigure 3

Lemme 2. Soit | une demi-droite orientéc de sommet A et soit B un
point intériewr de celle-ci. Appelons demi-plan positif de la demi-droite
l celui des deux demi-plans, déterminés par la droite contenant l, qui est
a gauche d’un observateur parcourant la demi-droite dans le sens positif
(fig. 4). Désignons par Cy un arc simple de classe C'V, dont A est Vorigine
el B Dextrémité, et supposons que Uarc C, wait pas d’antres points comniuns
avec la demi-droite 1. Comme sens dirvect dw vecteur tangent nous choisirons
celui de Vare C,. Soit z = 2(t), a <t < b, Déquations de cet arc (2(a) = 4,
2(b) = B). Admettons de plus que le sens du vecteur tangent a C, aw point
A soit opposé a celui de la demi-droite 1 et que les points de Vare Cy, qui
correspondent aux intervalles a <t <a--¢e b—e <t <Db, appartiennent
pour & > 0 assez petit au demi-plan positif de la demi-droite 1. Désignons
par a, 0 < a < =, la valeur absolue de Pangle entre le sens de la demi-droite
I et celui du vectewr langent a Varc Cy au point B. Dans ces conditions, on
a, en notant T 4 et T';, les vecteurs tangents a Cy aux poinis A et B: arg1,
= argT,+—n, Dégalité n'ayant liew que 81 a = =. Ici, argl désigne la
valewr de Vangle ¢, 0 < ¢ < 2m, entre le vecteur 1., et le sens positif de
Paxe réel.

Démonstration. De méme que dans la démonstration du lemme 1,
le domaine £, limité par 'arc C, et le segment A B, est décrit dans le sens
négatif lorsqu’un point variable décrit 'arc C, de 4 a4 B et le segment
BA (fig. 4).

Si 'on décrit le domaine 2 dans le sens négatif, exactement une fois,
a partir du point A4, l'argument de T, augmente de —2x. Donc
argT,—a = argT ,— 2x, d’ol1 résulte: arg?', = argl'p+ =+ (m— a); com-
me 0 < a<m le lemme 2 est ainsi prouvé.
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Considérons maintenant la demi-droite i, (les demi-droites
Myy Mgy ...y M, ont été définies & la p. 20). Nous allons prouver:

Figure 4

Lemme 3. La demi-droite m, a avec la courbe C' wun seul point com-
mun, 80n sommet A,.

Démonstration. Supposons, pour la démonstration par I'absurde,
qu’il y ait, outre le sommet A,, d’autres points d’intersection de la demi-
droite m, et de (. Désignons par P (fig. 5) le premier de ces points; cela
veut dire que les points f(re'’) de la courbe C n’appartiennent pas i mi,
pour 6e(0,0,), 0 < 0p < 2w, ou 0p; est une valeur du parametre telle
que P = f(rexpify)em,. Désignons encore par C a,p 'arc partiel de la
courbe ¢ que décrit un point se déplacant sur cette courbe dans le sens
positif, du point 4, au point P. Nous obtenons ainsi nn domaine simple-
ment connexe £2, borné, dont
le bord est formé de I’arc C e
et du segment A, P. Deux car
peuvent se présenter; emn
parcourant le bord du do-
maine 2 de maniére que
Pare C 4,p 80it déerit du point
4, au point P et que le se-
gment A,P soit décrit du
point P au point 4,, nous Figure 5
déterminons sur le bord du
domaine 2 un sens de parcours positif ou négatif. Nous allons examiner
ces cas séparément:

1) Supposons que le domaine £ soit décrit, de la maniére indiquée,
dans le sens positif (fig. 5). De la définition des demi-droites my il
8’ensnit que la partie de la courbe C voisine du point Ay, passe par le point
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Ay, oiv elle est tangente & C, du demi-plan négatif au demi-plan positif
de la demi-droite m,. et le sens du vecteur tangent & la courbe C au point A,
est opposé « celui de la demi-droite my..
L’expression ,,partie de la courbe voigine du point A4, = f(rexpif;)”’
désignera ici et dans la suite I’arc de la courbe € qui correspond & 'inter-
c valle (0p—e,0.+¢€), ou & >0 est
\ P=Q suffisamiment petit, par exemple as-
' gez petit pour que les points f(re”)
soient contenus, pour 0e(f,.— ¢, 0.),
dans le demi-plan négatif de la demi-
-droite m; et les points f(re’) appar-
tiennent, pour 0 e (0, 0.+ ¢), au demi-
-plan positif de cette droite.
Pour des valeurs du parameétre 0
inférieures a 2x et différant peu de 2a, une partie de la courbe C ap-
partient &4 l’intérieur du domaine . In faisant varier continuement la
parametre 6 de 2« A4 6p, nous déerivons un arc de la courbe C, & partir
du point A, , = A4, jusqu’au point P. Comme C n’a pas de points mul-
tiples, en décrivant C dans le sens rétrograde, dn point 4, = A4,., au
point P, nous devrons nécessairement tomber pour la premicre fois
sur le point d’intersection @ de I'arc Cp, avec le segment 4,P,
ol Cp,, désigne la partie de la courbe ' qui correspond & lintervalle
{0p, 27) dans la transforma-
tion w = f(re®). Si P = ¢, Caqp
il résulte de la définition des
points P et } que la courbe
C est tangente au point P
a la demi-droite m,, le sens
du vecteur tangent étant op-
posé a celui de la demi-droite
m,. L'arc Cp,, de la courbe
C qui correspond & 'interval-
le (6p,2r) appartiont alors Ay m
a Dlintérieur de 2 (fig. 6) Figure 7
L’arc Op4, avec le segment
A,P limitent un domaine , borné et simplement connexe. En ap-
pliquant le lemme 1 (p. 23) & l'arc Cp,, et a la demi-droite m,
pour a = =, nous obtenons immédiatement: argT(6p) = argT(2x).
Comme la courbe C est tangente 4 la demi-droite m, au point
P, situé sur un are %,, il existe un 6, 6p < 6 < 2w, tel que argT(6) >

Figure 6
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> argl (0p) = arg1'(2=), ce qui est en contradiction avec (6) (p. 22).

Si Q # P,Q est un point intérieur du segment A,P et, dans le cas
ot Q est le point de contact de la courbe € avec la demi-droite m,, le
raisonnement est identique au précédent. Si @ = P n’est pas un point
de contact, on déduit du lemme 1: argT'(0,) > argT (2x), o Op < O < 2%
ot Q = f(rexpify). La dernitre inégalité ontre les argnments des vectenrs
tangents est aussi en contradiction avec (6) (p. 22).

2) Supposons maintenant que le domaine {2 soit déerit dans le sens
négatif (fig. 7). En parcourant la courbe C dans le sens positif, du point
4, au point P, nous décrivons un arc C, p, qui vérifie par rapport 4 la
demi-droite m,; et aux points 4, et P les mémes conditions que l'arc C,
dans le lemme 2. De celui-ci on déduit: argT(0) > argT (6p)-| =, done
le vecteur T'(6), en variant continuement sur l'arc C,p», & tourné dans
le sens négatif d'un angle au moins égal & =, en contradiction avec I’hypo-
theése que la fonction f(z) est presque convexe (cf. interprétation géo-
métrique, [3], p. 132). Considérée du point de vue analytique, l'inégalité
argT(0) > arg1'(0p) 1~ est en contradiction avec (3). Le lemme 3 est
ainsi complétement démontré.

Chapitre 3.

Dans un voisinage droit du point 6 = 0, arg7'(0) décroit car si 0 est
suffisamment petit, aux points re*, 0 > 0, correspondent par la fonction
f(2) les points f(re") qui décrivent ’arc 4,, ou une partie de celui-ci (re-
marque 2, p. 20). Désignons par ¢, le plus grand nombre possible de I'in-
tervalle (0, 2x) tel que pour 0 < 0 < ¢, on ait arg?'(6) < arg7'(0). En
vertu de la remarque précédente et en s’appuyant sur le fait que la fone-
tion continue arg T (0) augmente de 2= dans 'intervalle <0, 2x), on constate
aisément qu’un tel nombre ¢, existe et que 0 < ¢, < 2m. De plus, on
L al'gT(%nl) = argT(0).

Le point f(rexpig, ) appartient a un arc £, car #'il était un point
intérieur d’un arc A, p,, ne serait pas le plus grand nombre de l'inter-
valle (0, 2w) tel que argT'(6) = argT(0) pour 0 < 6 < ¢, ; en effet, pour
6 arbitrairement peu supérieur & g, , 'argument du vecteur T'() serait
inférieur & argT(0) (remarque 2, p. 20). Pour la méme raison f (rexp up,,,)
ne peut étre aucun des points A, Ag, ..., 4,.

I1 faut encore prouver que f(rexpig, ) ne représente aucun des points
By, B,, ..., B, considérés 3 12 p. 20. En effet, supposons que f(rexpip, ) =
= B;. Le point A, comme origine de l’arc 1., ,,précéde” le point B,
par rapport an sens positif de la courbe C. Soit 6, 0 < 6; < ¢,,, un nombre
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tel que 4, = f(rexpi6;). Comme arg 1'(0) décroit sur 4, lorsque 0 augmentes
on a: argT (g, ) < argT(0;). De la définition du nombre ¢, il s’ensuit
que argT(6;) <argT(0), don argT(p,) < argT(0), en contradiction
avec la définition du nombre ¢, . Il existe donec, a l'intérieur d’un are
Ly, dont I'extrémité est le point 4, , un point A} tel que f(rexpig, ) = AJ, .
\1 le point de contact décrit la courbe C dans le sens positif, du point

,.‘ dun point 4, (4, est Pextrémité de l'arc £, ,, 4, = f(r expif,, ),
0,,l > @,,), Pargument du vecteur tangent & la courbe €' augmentera cons-
tamment (remarque 2, p. 20) jusqu’au point ou il admettra la valeur
argT(6,) > argT(0). On sait, d’aprés (6), p. 22, que argT(6,) <
< argT(2n) Si le point 4, n’est pas confondu avec le point A, = A, ,, =

f(re”“) ot si argT(0,,) < argT(2n), alors,le point A4, étant l'origine
de I'arc 4, , il existe encore dans intervalle (f, ,2=) un nombre ¢,,,
le plus gxa.nd possible, tel que pour 0:<0,,1, #ny> ON & argT'(0) < argT(6,)
et argT(q:,.z) = argT(6,,). Au point rexpigp,, correspond le point A,,2 =
= f(rexpig,,), appartenant a un arc L,‘z_l, ny, >ny. En déplacant le
vecteur tangent le long de la courbe ' dans le sens positif, du point 4,
au point 4,, = f(rexpif,,), on voit que son argument augmentera cons-
tamment et prendra fmalement la valeur argT(6,,). Si I'on a encore
dp, #Ap =4, = f(r’™) ot argT(6,,) < argT(27) le raisonnement
peut étre répété et I’on obtient le systéme de nombres

(8) 0 < @u, < b <@, < 0,,2 <. <@, <0,, <2,

ou la définition des nombres ¢,_, ¢,,, ... est analogue a celle de ¢, , ¢,;
ot A, = f(rexpif,,), k =1,2,...,4. De cette définition on déduii

(9) arg?(0) = argT(g,,) < argT(6,) < ... <argT(0,) <arg?(27).

Lbe dernier membre de l’inégalité (9) résulte de (6) (p. 22).

Remarque 3. Comme le nombre des points A,, 4,,..., A, est fint
ot que, en définissant le point 4,  , nous avons admis A, +# A4, =
= f(re™) et argT(0 w,) < argT(2m) et comme, d’autre part, argT(6, ) <
< argT'(2x) en vertu de (6), p. 22, le dernier point que nous avons cons-
truit, c’est-a-dire le point A, = f(rexpif,), est tel que I'on a soit 4, =
= A, = A, , = f(re"™), soit A, # A,,, = A,, mais alors nécessaire-
ment arg7(0,,) = argT(2m).

On a aussi

(10) arg?'(0) < arg?'(6,,) pour 0e<0,,, @n,, >y k =0,1,....,8;0, =0,
10") arg T (0,,) = argT(pn,,,)-
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De (9) et (10) on déduit immédiatement:
(11) argT(0) < argT( 6,,) pour 6e<0,q, >, k =0,1,...,8; 0, =0,
(11") argT(0) < argT'(0,,) pour 00,0, 5>, k =1,2,...,%.

Lemme 4. Toute demi-droite m, , k =1,2,...,58 a aveo lau courbe
€ un seul point commun, notamment son sommet A, .
Démonstration. Supposons, pour la démonstration par l'absurde,
que la demi-droite m,, ait, outre le point 4, , d’antres points communs
avec la courbe C. En parcour-
ant la courbe C dans le sens po-
sitif & partir du point 4, ,
nous tomberons donec pour la
premiere fois sur un point P
de la demi-droite m, . Soit
P = f(rexpi0p), On, < O0p <
< 0,,+2=. Désignons par Q2 le
domaine horné, simplement
connexe, dont le bord est form¢
par le segment 4, P et Parc¢ Figure 8
C 4, P de la courbe C, corres-
pondant 4 lintervalle < 6, , 6p>. Nous allons considérer plusieurs cas.
I. Un point parcourant I’arc C,, P dans le sens positif de la courbe
O et le segment PA,, décrit le domaine £ dans le sens positif (fig. 8).
Remarque 4. De la définition du domaine 2 et des demi-droites m,,
il $’ensuit que la partie de la courbe C qui correspond auz parametres
Oe(6%, 0, +2n), 8° <0, + 2n, appartient, pour les 0° qui différent suf-
fisamment pew de 0,, + 2w, a Vintériewr du domaine 9.

np

En parcourant la courbe ' dans le sens négatif, du point 4,, au point
@), qui est sitné sur le segment 4, P et qui est le premier point d’inter-
section (évidemment distinet de 4,,) avec la demi-droite m, , on a: oun
bien P — @, ou bien @ est un point intérieur du segment A, P. Soit
Q = f(rexpifp), o 0p < By < 6, -+ 2n. Nous distingnerons encore deux
cas:

a) Supposons que le point A, soit situé sur un are ouvert (.‘u_,”k, cet

arc étant la partie de la courbe C qui correspond & l'intervalle (6g, 0, +2=).
Par définition dn nombre 0,, arc Cq4,, appartient, sauf ses extrémités,
4,, et ©, 4 Vintérieur du domaine 2. En effet, il résulte de la remarque
(4) a la p. 29 que la partie de I’arc €' qui correspond & D’intervalle appar-
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tient & l'intérieur du domaine 2 (6* a été défini dans 1’énoncé de cette
remarque). Supposons que la partie restante de cet arc, correspondant
3 Dintervalle (6g, 0*), ne soit pas onticrement contenue dans Q. Il existe
donc un point S = f(rexpifs), 0, < s < 6*, appartenant au bord du
domaine 2. Le point S ne peut étre situé sur lo segment A, P, car cela
serait en contradiction avec la définition du nombre 0,. Donc S appar-
tient & l’arc C "ru-P de la courbe C, définie & la p. 29. Par conséquent il
existe un nombre 0.<(0, ,0p> tel, que f(rexpibs) = f(rexpif.). Cette
¢galité, rapprochée de la relation 0, <y <0p <6y <6 <0, + 2=,
est en contradiction avec I'univalence de la représentation w = f(z).
Done 'arc ouvert (sans extrémités) ( IQ"".&‘ appartient tout entier &4 l'in-

térieur du domaine . Il 8’ensuit que, dans le cas a), le sommet 4, de la
demi-droite m, est contenu dans l'intérieur du domaine 2. Le domaine 2
est borné. En vertu du lemme 3, la demi-droite m, n’a, sauf le sommet
A,, pas de points commun avec C. Des considérations précédentes il
résulte que la demi-droite m, doit avoir, sur le segment 4, P, un point
commun avec la demi-droite m,, , distinct de A,. Nous ferons encore
la remarque suivante.

Remarque 5. Il résulte de la définition dw domaine Q2 que les points
du demi-plan négatif de la demi-droite m, , suffisamment proches dun
point quelconque fixé du segment
ouvert A, P, appartiennent a Uin-
térieur du domaine L.

Dans le cas a), le point 4,
ne peut étre contenu dans le demi-
-plan positif de la demi-droite m,_.
En effet, supposons le contraire
et, désignons par R le point d’in-
tersection des demi-droites m,, et
m,. En vertu du lemme 3, p. 25,
ona R#A4, et R #P, doy,

Figure 9 en s’appuyant sur les considéra-

tions qui précédent la remarque

9, p. 30, on conclut que R est un point intérieur du segment 4, P.
De la remarque 5 il s’ensuit que les points du demi-plan négatif
de la demi-droite m,, , situés surl a demi-droite m, et suffisamment
proches du point R, sont des points intérieurs du domaine Q. La
demi-droite obtenue de la demi-droite m, en enlevant le segment
A,R*, on R* est un point de la demi-droite m, appartenant au
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au demi-plan négatif de la demi-droite 1, et suffisamment proche du point
R, a son sommet dans l'intérieur du domaine Q2 (fig. 9). Cette demi-droite
ne coupe pas le segment A4, P, donc elle doit couper le bord du domaine £,
c’est-a-dire aussi la courbe (. Il en résulte que la demi-droite m, a,
outre le point 4,, un autre
point commun avec la cour-
be C, en contradiction avec
le lemme 3, p. 25. Nous en
concluons que, dans le cas a),
le point 4, ne peut étre situé
dans le demi-plan positif de
la demi-droite m,,,.

Le point A, ne peut non
plus étre situé sur la droite Figure 10
dont la demidroite m,, est
une partie. En effet, puisque le point A, est un point intérieur
du domaine 2 et que, en vertu du lemme 3, la demi-droite m,
ne coupe pas la courbe C, cette demi-droite doit couper le segment A4, P
qui est une partie du contour du domaine . Si le point A4, était situé
sur la droite, dont la demi-droite m, est une partie le segment A4, P
serait une partie de la demi-droite m,. Les points A, et P seraient donc
situés sur m,, ceci est aussi en contradiction avec le lemme 3, puisque
4,, # 4, et P # A,. Tl résulte de nos considérations que, dans le cas

a), le point A, doit étre situé dans le demi-plan négatif de la demi-droite

My,

Le lemme 3, la définition de ’arc (,‘q,.,“k et I'hypothese que A, est un
point intérieur de l'arc Cy, gy permettent de conclure que l’arc A",:}ll,
appartenant (-‘Q_,Hk, n’a, sauf 4, et A4,, pas de points communs avec
les demi-droites m,, et m, (fig. 10). Soit O le point d’intersection des
demi-droites m,, et m,. Considérons le domaine 4 limité par 'arc C, iy ?
correspondant & l'intervalle [2r, 6, + 27], par le segment A, O et le
segment A,0. Cest un domaine simplement connexe. En s’appuyant
sur le lemme 1, ou il faut remplacer I’are €, qui y intervient par la somme,
au sens de la théorie des ensembles, de 1’arc C"I‘]nk et du segment 04,
on a arg T, > argT,,"k, donc argT(0+2x) > argT (0, +2x), d’ou on
tire argT(0) > argT(6,). La derniére inégalité est en contradiction
avec (9), p. 28. Le lemme 4 est donc démontré dans le cas I a).

f) Supposons maintenant que le point 4, ne soit pas un point inté-
rieur de l’are (,.',3,_,"!_. Comme A, # A, , on a: 2x <6 < 6, +2n. En

Annales t. XIV. 1960 3
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appliquant le lemme 1 & I’arc OQ,,N et au segment ()4, , on obtient:

argT (6q) = argT(0,,+ 2x), donc argT(6,—2x) > argT(0,,), en contra-

diction avec (11’), p. 29, puisque 0 < ,—2x < 0, , c’est-a-dire (6y,— 2x)

c0,0,,). Le lemme 4 est ainsi
démontré dans le cas I B).

II. Supposons maintenant

qu’un point, parcourant d’abord

P’are C‘."kp dans le sens positif

de la courbe C, puis le segment

P4, , décrit le contour du do-

» maine £ dans le sens négatif

Mn o (fig. 11).

Figure 11 En vertu du lemme 2 on

a: argT(0p) +n < argT(6,,), on

Cette inégalité est impossible, puisque la fonction f(2) est presque

Op >0
convexe, et le lemme 4 se trouve ainsi complétement établi. Nous démon-
trerons encore:

ng*

Lemme 5. Les demi-droites iy, i, My, ... m, nont pas de points
communs.

Remarque. Si la demi-droste m, coupait la demi-droite m,, c’est-a-dire
81 0,, = 2n, dans Vénoncé de ce lemme il faudrait omettre la demi-droite
m, (ou la demi-droite m,, ).

Démonstration. Supposons que la demi-droite m
droite My, ol par exemplen, < n,,
c’est-a-dire 6, <6, Considérons
trois cas:

a) Le point A, appartient an
demi-plan positif de la demi-
droite m,, (fig. 12). Désignons
par f‘_,"k.-l,,’l la partie de la courbe

a, coupe la demi-

ng

C' qui correspond, dans la trans-
formation w = f(rexpif), & I'in-
tervalle <6, , 6p). L’arc C-‘nkA"p
n’a (outre ses extrémités) pas de points communs avec les demi-
-droites m, et m, . De méme qu’a la p. 31 on obtient, en s’appuyant sur
le lemme 1: argT(6,,) > arg T (0p); comme 6, < f, , il y a contradiction
avec (9), p. 28.

f) Le point d4,, appartient an demi-plan négatif de la demi-droite

Iigure 12

"p
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my, (fig. 13). Soit (O le point d’intersection des demi-droites My y My .
Des lemmes 3 et 4 il 8’ensuit que 1'arc C Anguy de la courbe C, le segment
4,,0 et lo segment A,,0 limitent un domaine simplement connexe A.
Un point parcourant ’arc ¢ A An,? dn point 4, au point, 4,,, et ensuite
les segments AnpO ot 04, , décrit
le contour du domaine A dans le
sens positif. Désignons par a 'ang-
le adjacent a 1’angle, de sommet
0, que font les directions des
demi-droites m, et m,,. Le sent
du vecteur tangent 4 la courbe
C au point 4, est opposé a celui
de la demi-droite m, . Détermi-
nons l'argument du vecteur tan-
gent au contour du domaine A
de telle maniére qu’il soit égal, sur
Parc (.‘_,"k_h.p, a4 DPargument dn Figure 13

vecteur tangent tel qu’il a été

défini sur la courbe C par la transformation w = f(2). Au point 4,
I'argument du vecteur tangent au contour du domaine A augmente
d'un angle égal 4 —n dans le cas ou se contour est décrit dans
le sens positif. D’autre part, au point O l'accroissement de cet argument
est a. Sur le segment 04, I'argument du vecteur tangent est égal & celui
dun vecteur tangent & C au point 4, . L’accroissement total de I’argument
du vecteur tangent au contour de A4 est: argT(0, )—argT(0,)— =+ a
at, comme le domaine 4 est simplement connexe, cet accroissement est
égal 4 2m. D’ou on vbtient: argT (0, ) —argT'(6,,) = 3n—a, ce qui donne,
avec 0 < a < m:arg?(6,,) > argT(6,,)+ 2. D’apres (8) et (9) cela en-
traine argT (0, ) > argT(0)+ 2~, c’est-a-dire argT (0, ) > argT(2=). La
derniére inégalité est en contradiction avec (6), p. 22, puisque 4, <0, 27).

-~

Le lemme 5 est ainsi prouvé dans les cas a) et f).

y) Supposons que le point A,, soit situé sur le prolongement de la
domi-droite m, . En vertu du lemme 4 et de la relation 4, + 4, , le
point 4, ne peut étre situé sur la demi-droite m, . Comme nous 'avons
supposé pour la démonstration par 1’absurde, les demi-droites m, et
m,, 86 coupent, donc elles ont dans ce cas la méme direction et la demi-
-droite m,, est méme une partie de la demi-droite m, . De la construction
des demi-droites m,, m,, ... il 8’ensuit que le sens de la demi-droite m;

ost opposé A celni du vecteur tangent & la courbe €' au point 4;. I.’are
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(J,,n* n, €6 un
seul point 4, commun avec la demi-droite m, , forme avec le segment
Ay, An,, joignant les points 4, et 4, , le contour d’'un domaine simple-
ment connexe, que nous désignerons par 4 (fig. 14). Un point parcourant
I’arc CA':kAn,,’ du point 4,, su point
4,,, et ensuite le segment A, 4, , dé-
crit le contour du domaine A dans le
sens positif. Cela résulte, entre autres,
de la remarque en italique & la p. 25.
Pour les valeurs du parameétre 6, supér-
ieures a 0, et différant assez peu de
6.,, les points f(rexpif) de la courbe
Figure 14 (' appartiennent & 'intérieur du domaine
A. Dégignons par ¢ un de ces points, ou
& = f(rexpif;), On), < 0s < 0,127, Pour les parameétres 0, inférieurs
a 0, et assez proches de 6, les points de la courbe C sont situés dans
le demi-plan négatif. Désignons par n un de ces points. De la remarque
en italique a la p. 25 il résulte encore que 0. peut étre choisi assez
proche de 6, pour que le point & appartienne an demi-plan positif de
. la demi-droite m,, . La partie de larc de la courbe C qui joint
les points £ et ) doit donc couper le segment A, A, (fig. 14), en contra-
diction avec le leamme 4. Nous avons ainsi démontré le lemme 5.

Chapitre 4
Considérons maintenant les arecs C,,l, Chyy .- C,, de la courbe C qui

correspondent 2ux intervalles <0, 0, >, <6, , 0;,2>, cor 1 0, Désignons
par D, (k=1,2,...8) la

. , ayant un seul point 4,, commun avec la demi-droite m
“Angy? k

partie du complémentaire
du domaine /) (limité par

la courbe C) qui est limitée | on, | |
par l'arc C,, et par les demi- i ] ‘ |
droites m,, ., m, , ou pour ‘ H—L'

k=1 on admet m, = m,

(fig. 15). Dans le cas ou

ng < n-+1(h,, < 2x),nousdé-

signons par D, ,la partie du Figure 15

complémentaire dn domaine

D qui est limitée par ’'arc (, , de la courbe C, correspondant

4 Dintervalle <0,, ,2x), et par les demi-droites m,, et m, , = m,.
De la définition des domaines D, , D, , ... il résulte immédiatement:

J1
I
3
>
=

| &

An,-



Sur l'identité de certaines classes de fonctions 11 37

Corollaire I. L'ensemble des points des domaines Dis 7Bl ikl
(et 8i n, # n+1, 'ensemble des points appartenant au domaine D, 1)
et Uensemble des points de la courbe C et des demi-droites m,, Mpyy oo My,
se confondent avec le complémentaire du domaine D.

En vertu du lemme 5, les demi-droites m,, My ooy, Wont pas de
points communs et, en vertu du lemme 4 (p. 29), aucune des demi-droites
Myy My, ... '8 (& Pexception de son sommet) pas de points communs
avec la courbe C. En tenant compte de ce fait et de I'univalence de la
fonction f(z) nous obtenons:

Corollaire II. Lez domaines D, , Dy,,,...D,, (et D, , si n, #nl1)
sont digjoints.

Considérons maintenant un de ces domaines, soit D, (tig. 15). Sar
Pare C,, il existe un point A}, = f(rexpig,, ), ou 0, < P <0, Ala
D. 28 nous avons défini ¥y, COmme il suit: ,so0it A,, = f(rexpif, ),
Oy < 2n. Désignons par @n, 12 plus grande valeur possible de l’inter-
valle (0,, ,2n) telle que pour 0el0,, s 9> On ait argT(0) < arg T (0,,_,)
ot argT(¢,,) = argT(Onk_l)”. Le point A} est un point intérieur de
lare L, _, (dont Textrémité est 4,,). Par les points de I'arc € qui cor-
respondent a 'intervalle By = 0) <0,,_,s @, menons un faisceau P,,
de demi-droites de sommets f(rexpi0), parallcles i m,, ot de méme
sens. I.a derni¢re de ces demi-droites m,‘,k , de sommet A ,"k._ est tangente
au point A7 3 l’arc')‘;,q_‘ ., (fig. 15). Nous allons prouver:

Lemme 6. Awcune demi-droite du faisceau P, n'a, outre son sommet,
de points communs avec la partie C; de Varc C,, qui correspond dans la trans-
formation f(rexpif) a Dintervalle Oy Py

Démonstration. Supposons, pour la démonstration par 'absurde,
qu'une demi-droite leP,, ait, outre son sommet L, des points communs
avec l'arc C;. En décrivant P’arc C} & partir du sommet L = f(rexpify)
de 1a demi-droite ! dans le sens positif de la courbe € (ou dans le sens op-
posé), nous tomberons sur le premier point d’intersection P — f(rexpi0,)
avec la demi-droite I. On a OpeOuy,_,s Pu,> OF Ope<B,, 11 Py I’arc Cpy,
de la courbe C, correspondant i V'intervalle {(fp, 0. 8i 0, > 0p, et & Din-
tervalle <0,,0p) 8i 6p > 0., ot le segment PL limitent un domaine A
simplement connexe (fig. 16).

Le domaine A est borné et son contour est une courbe analytique par
morceaux. Les seuls points singuliers peuvent étre L et P. Il existe donc
une demi-droite I,, parallele 4 la droite !, ayant des points communs avec
Pare Cpy et telle que le domaine 4 (avec la demi-droite 1) soit situé d’un
coté de la droite I;. Soit M = f(rexpip) un des points de contact de la
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droite ly avec l’arc ouvert Cpy, donc ¢ e(6p, 0r) ou bien ¢e(0., 0p), sui-
vant que 6z > 0p ou 6p > 6,. Comme I, est parallele i My, ., la droite
1,r est aussi paralléle a la demi-droite m,, s Etant donné que tpe(ﬂ,,k_ 11 Py
nous concluons de (10), p. 28: argT(p) <
<argT(0,, ,), d’ou, en tenant encore
compte du fait que I, est paralléle i m,, ,
nous obtenons: argT(¢) = argT (6, _ )—
k*m, ou k* est un nombre entier non
négatif. Le domaine A étant situé d’un
c6té de la droite l,,, il en résulte que pour
Ao mn,_, les valeurs de 0 suffisamment p?oches de
Pigure 16 p on a arg7(0) >argT(p). Soit 6 une
de ces valeurs. Comme ¢ appartient & I'in-
tervalle ouvert (0,, ,,¢,), on peut admettre que 0 est assez proche
de ¢ pour que 'on ait e(0,, _ ,¢,,). Considérons maintenant deux cas:
1) k* = 0; les considérations précédentes donnent alors argT(0) >
>argT(0,, |): comme g¢e(6,, ,@,), il v a contradiction avec (10),
p. 28.
2) k* >0; dans co cas Dégalité argT(p) = argT(0,, )—k'= cst
en contradiction avec I’hypothése que la fonction f(z) est presque con-
vexe (cf. 3, p. 133). La démonstration du lemme 6 est donc achevée.

Désignons maintenant par m,, , ot 7, les droites qui contiennent

llk
respectivement les demi-droites m,, , et m, . Nous allons démontrer:

Lemme 7. La partie C; de Varc C,,
qui correspond a Dintervalle Oy y s Pg”
appartient (sauf ses extrémités A, et
A,) & Vintérieur de la bande Dy, limitée
par le systeme des droites et i,
(fig. 17).

Démonstration. Supposons, contra-
irement & 1’énoncé, que l'arc ouvert C;
n’appartienne pas tout entier & l'intérieur
de 1a bande Dj. Il existe donc un pe(On, s
#n,) tel que lo point R = f(rexpip) soit
situé sur le contour de cette bande, par
exemple sur la droite #,,  , et que, vu l'univalence de la fonction
f(z) on ait R + 4, ..

Désignons par R* le premier point de rencontre (distinct de A i)
avec la droite 7,,  d’un point décrivant I'arc C; A partir du point 4,

Be—1
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dans le sens positif de la courbe € (fig. 18). Soit R* = f(rexpigp®),
¢ e(o,,k 1 @n,.)- Désignons encore par w un domaine simplement connexe
limité par le segment R*A l,,_, ot la partie de Parc C} qui correspond
a lintervalle By I,<p> Soit
m,;. une droite ayant des points Mk
communs avec¢ le contour du
domaine « et telle que ce do-
maine, avec la droite 7, , Boit
situé d’'un coté de la droite
My Mg | My, _,- Une droite que-
leonque I, pa.rall(\le a m,, , et
située entre m, et My, , coupo k-1 k-4
le contour de w en deux points Figure 18

P,, P, au moins, gitués sur la

partie de l'arc C} qui correspond & Iintervalle (6, ,¢°). Désignons
par I une demi-droite, contenue dans cette droite, de mméme sens
yue la demi-droite m,,  , dont un des points P,, P, est le sommet
et autre est un point intérieur de la demi-droite 1. Le sommet de
la demi-droite 1 est done situé sur P’arc C}; I est parallele & m,, et de
méme sens, donc c’est une demi-droite dn faisceau P; considéré
a la p. 35. A la demi-droite ! appartiennent deux points de Dl’are
C%, en contradiction avec le lemme 6, p. 35. Si le point R était situé sur
la droite ’"r-m le raisonnement serait identique et nous aurions aussi con-
tradiction avec le lemme 6. T.a démonstration du lemme 7 est donc

achevée.

Corollaire Wl. Lex demi-droites du faisceau P,  remplissent entie-
rement la partie de la hande D} contenue entre Uarc Cj et les demi-droiles

My 2y My o
Ce corollaire est une conséquence immédiate des lemmes 6 et 7, p. 35
et 36.

Corollaire 1V. La demi-droite my, est située dans le demi-plan positif
de la demi-droite m,, .

En effet, de la définition des demi-droites mi,, m,, ... (cf. remarque
en italique 4 la p. 25) résulte que la partie de I'arc Ci qui correspond
a Dintervalle (Opp_ys %)y ¥ >0,y 8L gituée, pour y assez proches de
B,,_,s dans le demi-plan positif de la demi-droite ,, . Dela et du lemme
7 résulte le corollaire IV.

L.e point A‘ est un point intérieur de l'arc L,  (les ares &£,,4,, ...
ount été définis z‘\ la p. 20), dont Pextrémité est le point A, = f(rexpif,,).
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Comme le point A; est le point de contact de la demi-droite m;k avec
Pare &, , et 'argument du vecteur tangent augmente sur cet arc avec
le parameétre 6 (cf. remarque 2, p. 20) et que, d’autre part, le sens de la
demi-droite m,, est opposé i celui du
vecteur tangent i la courbe C au point
ASy la partie de Varc L,y qui cor-
respond a UDintervalle (@ugr 055 @ny, <
<0 <0, est située, pour § différant
assez peu de ¢, , dang le demi-plan
négatif de la demi-droite m,;, (fig. 19).
Désignons par o; la partie du do-
maine I; (défini & la p. 36) contenue
entre les demi-droites m,,  , my, et
Figure 19 I’arc C;. Du corollaire IV (p. 37) et

du lemme 7 (p. 36) résulte que l’in-

térieur du domaine w; appartient au demi-plan négatif de la demi-
-droite m,, . Les points f(rexpib), 6 > ¢, ,étant, par définition du domaine
oy, extérieurs par rapport i celui-ci pour les valeurs de 6 suffisamment
proches de ¢, , on peut admettre que le nombre 6, considéré i la p. 38
est assez proche de ¢, pour que la partie de I'arc Z,, | quicorrespond a I'in-
tervalle (¢, ,6) soit située dans le demi-plan négatif de la demi-droite

my, et & lextérieur du domaine wy.

Nous établirons encore le lemme suivant:

Lemme 8. Le point A, ne peut étre situé ni dans le demi-plan positif
de la demi-droite my, , ni sur la droite M, (dont m} est une partie), ni
a Vintériewr du domaine o .

En effet, si le contraire avait lieu, en tenant compte du fait que ’ar-
gument du vecteur tangent T'(0) 4 1a courbe C augmente pour 0 e {g,,, 0,,
et que ’arc de la courbe C correspondant & l'intervalle {g,,, 6,,> est simple,
on arriverait & la conclusion que cet arc devrait se couper soit avec I'arc
%, soit avec la demi-droite m,, . Il existerait donc un point ¢*, ¢, <
<0 <¢*<0,, tel que le point P* = f(rexpip®) (fig. 19) serait situé
sur ’arc C} ou bien sur la demi-droite My, - Le premier cas est impossible,
puisque la transformation f(rexpif) est univalente, alors que les inter-
valles Oy 1y Py € <0, ¢*) sont contenus tous les deux dans l'intervalle
<0, 27) et sont disjoints & cause de 0 <0, <g¢, <0<g" < b, <2=.
La second cas est en contradiction avec le lemme 4 (p. 29). Le lemme 8
et ainsi démontré.
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Corollaire V. Deux cas peuvent se présenter: a) ou bien le point Asiy
est confondu (géométriquement) avec le point A, ., et dans ce cas on
a k=1, 4,, =4, =4,, A,, = A, =[f(rexp2ri) = A,,, = Ay; la
demsi-droite m, = m, est confondue avec la demi-droite m,; ) ou bien
4., est situé dans le demi-plan négatif de la demi-droite my, et a Vextérieur
du domaine wy.

En effet, la fonction f(z) étant univalente, le point 4, n’est pas un
point intérieur de 1'arc C}; d’autre part, en vertu du lemme 4, ce point
ne peut étre point intérieur de la demi-droite . De 1a et du lemme 8,
p. 38, résulte le corollaire V.

Corollaire V1. La demi-droite my, Wa, outre le point A} , pas de points

commung avec Varc C,, de la courbe C, correspondant a Vintervalle €0, 19 Ong

En effet, les considérations qui suivent le corollaire IV (p. 37, italique)
prouvent que l’arc de la courbe C qui correspond & l'intervalle (Pnys Ony)
est situé dans de demi-plan négatif de la demi-droite m; ; sinon, cet arc
couperait la demi-droite m; au point P* (fig. 19), P* = f(rexpia®).
I1 en résulterait que pour les points 0, 0 < a* et 6 suffisamment proches
de «* les points f(rexpi0f) seraient points intérieurs du domaine w}. Par
un raisonnement identique a4 celui qui a permis d’établir le lemme 8, on
arriverait 4 une contradiction soit avec le lemme 4, soit avec 'univalence
de la fonction w = f(z). De 14 et du lemme 6, p. 35, le corollaire VI résulte
immédiatement.

=1

Corollaire VIl. Toute la demi-droite m;, , sauf le point A; , est située
dans Dintérieur du domaine Db,,.
En effet, il résulte du corollaire V que les demi-droites m., et m,,
n'ont pas de points communs. Dans le cas a (cela est évident en vertu
du corollaire 1V, p. 37. Dans le cas §) le point 4, est situé dans le demi-
plan négatif de la demi-droite m;, et, en méme temps, il est un point
extérieur du domaine w;, pour lequel la demi-droite m,, st une partic
de son contour (fig. 19). Si m, coupait la demi-droite m,, , elle devrait
couper soit I'arc C;, soit la demi-droite m,, . La premiere éventualité
est en contradiction avec le lemme 4, p. 29, 'autre avec le lemme 5, p. 32.

Le contour du domaine D, (les domaines D, , D,,, ... ont été définis
a la p. 34) est formé par le systéme des demi-droites m,,  ,m,, et par
lare C,, (fig. 15). L'arc £, , est concave par rapport au domaine D. Il
résulte qu'une partie de la tangente 4 l'arc £,,  , menée par le point
A;keL,.k_l, limitée par le point A, et lo point A situé sur la demi-droite
m,‘.‘_ suffisamment prés du point A:k, est extérieure au domaine D. Comme
le point Ay, appartient & l'are €, , il s’ensuit que les points de la demi-



42 Zdzislaw Lewandowski

droite ouverte -m,',k, suffisamment proches de son sommet, sont des points
intérieurs du domaine D, . Si la demi-droite wm;, n’appartenzit pas, le
point A,‘,‘_ excepté, 4 l'intérieur de D), , alors, en parcourant cette demi-
droite & partir du point A] dans le sens positif, nous tomberions néces-
sairement pour la premi¢re fois sur le point Bemy, ce point étant situc
sur le contour du domaine D, . Il en résulterait que la demi-droite m,
coupe ou bien la demi-droite m,,, ou bien la deni-droite m,, . ou enfin
Parc C, . Les deux premitres éventualités sont impossibles, puisque,
comme nous 1'avons dit, la demi-droite m,, n’a pas de points communs
avec les demi-droites m,, et m,, . Comme B A}, la derni¢re éven-
tualité est en contradiction avec le corollaire VI, p. 39. Le corollaire

VII est ainsi complétement démontré.

Désignons par £, la partie du domaine D
droites m,, et my, . Le domaine D

we tomprise entre les demi-
e @8t 1a somme, au sens de la théorie
des ensembles, £ --wi+ {m, |, o {m; |} désigne 'ensemble des points
de la demi-droite my, , distincts de son sommet (cf. corollaire VII). Les
domaines w} et £, sont disjoints (fig. 20). Sur la pertie de 'arc £,, , qui
correspond i lintervalle (¢, , 0,,) menons en tout point une demi-droite
tangente & cet arc, de sens opposé & celui du vecteur tangent i cet arc.

L.a famille de ces tangentes remplira tout le domaine £, et aucun couple

Figure 20

de ces tangentes n’aura de points communs. La famille des demi-droites
du faisceau P, remplira tout le domaine wy (cf. corollaire III, p. 37).
Comme les domaines £, et w; remplissent, conjointement avec la demi-
droite m:k, le domaine D,,, il en résulte que le faisceau P, de demi-
droites paralléles et la famille correspondante de tangentes remplissent
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le domaine D, (fig. 20), et satisfont, en méme temps, par rapport au do-
maine 1—D, A la définition des domaines linéairement accessibles, 1
désignant tout le plan.

Remarque. Sin, < n+1, c’est-a-dire 81 A
prés la remarque 3 (p. 28):

ng 7 Aniy = 4,y on a, Qu-

arg1'(0,,) = argT(2%).

De plus, (6), p. 22, entraine arg 1'(0) < arg?(0,,) pour Nel,, , 2n). Con-
sidérons le domaine D, ,, partie du
complémentaire de D, limité par Darc

. y MA=Mney
C,., de la courbe C, qui correspond a Vin- RS R
tervalle (0, ,2mn), et par les demidroites PR R
M, 6t M, ., = my. Construisons le fais- 0 1 TR
ceaw P, ., de demi-droites paralléles a My, e — vy
Mn

el de méme sens, dont les sommets sont les
points f(rexpil), 0 parcourant Uintervalle Figure 21

0,,, 2r) (fig. 21). Aucunc demi-droite de

ce faisceau ne coupe, saufen son sommet, Uarc de la courbe C qui correspond
a Vintervalle <0, ,2m).

La démonstration de ce fait est identique o celle du lemme 6,
(p. 35).

La partie do I'arc de la courbe ' qui correspond a lintervalle (6, , 27)
est intérieure & la bande limitée par les droites dont font partie les demi-
droites m, et m,. La démonstration est identique & celle du lemme 7,
Pp. 36.

De cette remarque il s’ensuit que les demi-droites du faisceau P, ,
remplissent tout le domaine D, ,,. Comme la fermeture du complémentaire
du domaine D est, au sens de la théorie des ensembles, la somme des do-
maines D,,l, D,,, ... D,,, (et D, ,, 8i ny;{m+1), de ’ensemble des points
des demi-droites fermées m,, m,, ... M,, et de l’ensemble des points de
la courbe C (corollaire I, p. 35), il en résulte, d’aprés le corollaire II, que
la famille B composée des demi-droites appartenant & tous les faisceaux
P yPy.o. Pyyy Poyyy de la famille des tangentes correspondantes aux
arcs &, ., contenues dans les domaines £, 02,, .. et de la famille des
demi-droites m,, n1,,, ... constitue une famille de demi-droites qui satisfait,
par rapport an domaine D, i la définition des domaines linéairement
accessibles. Nous avons ainsi démontré que le transformé D du cercle
|z| < r < 1 par la fonction w = f(2), f(2)e K, est un domaine linéairement
accessible.
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L
Soit ¢.(2) = f(rz), 0 <r < 1. En posant r = 1— = désigne: ¢, (z) =

[ O 4 1
==f((1— e-)z). Les fonctions ¢,(2), ¢.(0)=0, ¢,(0)=1— — >0,
n 7

représentent le cercle |z| < 1 sur des domaines D, linéairement accessi-
bles (en vertu des considérations précédentes). Comme ¢,(z) tend uni-
formément, dans tout cercle fermé [2| < o < 1, vers f(z) pour n — oo,
la fonction f(2) représente le cercle |2| < 1 sur un domaine linéairement
accessible. Le théoréme énoncé & la p. 17 se trouve ainsi démontré.

Chapitre 5

M. Biernacki [1] a établi les théorémes suivants:

Théoréme A. Soit z fixé, |2| = r < 1. Le domaine décrit par v = z[f(z),
o f(z) = z+a,22 ... parcourt la classe L, est un domaine fermé décrit
par les points:

= (1-8)2/[1 +(s+1)/2]

ol les variables 8 et t décrivent respectivenent les cercles [s| <r et |t| < 7.
Les points du contour du domaine A, correspondent aux fonctions qui repré-
sentent le cercle |2| < 1 sur le plan entaillé d’une demi-droite.

Théoreme B. Soit z fixé, |2| =r < 1. Le domaine A, décrit par
v = 2f'(2)[f(2), ol f(2) = 2+ a,22+ ... parcourt la classe L, est un domaine
homothétique de A.; le centre d’homothétie est Uorigine et le rapport @’homo-
thétie est 1/(1—r2). Tout point du contour du domaine A correspond a wie
fonction qui représente le cercle |z| < 1 sur le plan entaillé d’une demi-
droite. On a aussi |argv| < 3w /2.

Il résulte des considérations de M. Biernacki [1], p. 311 que le con-
tour extérieur F du domaine 4, est I’enveloppe des circonférences I,
tangentes extérieurement i la circonférence €' de rayon r et de centre au
point w = 1. Si 8 = rexpip, I', est la circonférence tangente extérieure-
ment 4 la circonférence C au point 1--s et le rayon o(p) de la circonfé-
rence I, s’exprime par la formule:

(12) o(p) = r(1--7r2+2rcosg)/2(1-rcose)

Imposons maintenant la condition demandant que toutes les circonfé-
rences I, soient & droite de l’axe imaginare. Cette condition prend la
forme: Re{(r+ p)expip—o-+1} >0 d’ou (r+ g)cosp— -1 > 0. En te-
nant compte de (12) on obtient: [»--r(1-+r2 L 2rcosg)/2(1- rcosp)]cosp—
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—r (112 2rco8g)/2(1+rcosp)+1 >0 pour tout ¢. La derniére iné-
galité donne, aprés quelques transformations:

(13) 1ricoslp L (r3—2r? - Hr)cosp +2—r—1r3 >0
Posons cosgp = x. On a:
(13) 4r2pd L (13— 2021 Sr)ae4-2—r—1d > 0.

Nous ¢tudierons I'inégalité (13') dans lintervalle (—1,1,, puisque
x = co8g, done || < 1. Désignons par 4 le diseriminent du trinome carré
figurant dans (13'). Nous avons: A = (r*—2r%4 5r)2—1602(2—»—13) =
= 812054 1494 — 473 —Tr? = r2(r' +12r34- 1402 — 4r—7). et la formule
donnant les zéros du trinome carré figurant dans (13’) devient:

(13") By — [— (12— 2r 1 5) £ Vrt 11203 1472 — 4 —T]/8r.

Pour déterminer la plus grande valeur possible de » telle que (13) soit
vérifié pour tout ¢, il faudra étudier I'inégalité: Ay(r) = r4-+12r3 +14r2—
—4r—T7 < 0 qui, en rzison de 74 - 1273 - 1492 — 47 —7 = (1 +2)2(r2 - 10r —7)
seramene a celle-ci: r2--10r —7 < 0. Considérons I’équation 72 10r —7 =
— 0. Le nombre r* = 4V2—5 est la seule racine positive de I'équa-
tion Ay(r) = 0. Comme le polynome r*--121*+14r2— 4r—7 est négatif
pour r = 0 et n’admet qu’une racine positive 7*, il est négatif pour
0<r<1*. On a donec A,(r) <0 pour 0 <r < »*. Pour » = r* on
a A,(r) = 0. En posant dans (13'’) nous obtenons: r* — 4¥2—5

@, = 1, = (BV2—9)/(4V2—5) ~ —0,7836.

Comme —1 < -0,7836... < 1, il existe un ¢ tel que le premier membre
de (13) s’annule. L’une des circonférences /7,, ayant son centre & droite
de l’axe imaginare, est tangente a cet axe (plus strictement il y a deux
telles circonférences, la seconde est symétrique de la circonférence I,
par rapport a P’axe réel). En vertu du théoréme B, p. 42, pour r = r°
le contour extérieur du domaine 4, est situé & droite de ’axe imaginaire,
excepté deux points ol il est tangent & cet axe. 11 existe donc une fonction
f*(2) e L qui représente le cercle |z| < 1 sur le plan coupé suivant une demi-
droite, pour laquelle Re{zf*'(z)/f*(z)} = 0, z étant un point de la cir-

conférence [z| = 4¥2—5. Comme nous I’avons montré en étudiant 1'iné-
galité (13), pour toutes les fonctions f(z)eL on a dans le cercle |z| < r*:
Re(zf' (2)/f(z)} > 0. Un cercle plus grand que le cercle |z < r* n’est
plus représenté par la fonction f*(z) sur un domaine étoilé par rapport
A Dorigine. 11 en résulte:
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Théoreme C. Le rayon maximum r tel que le transformé du cercle corres-
pondant 2| <r par les fonctions de la classe L est un domaine étoilé (par
rapport A Dorigine) est r — 4¥2—5 — 0,6568... Celte valeur est evacte
et la fonction extrémale représente le cercle |2| < 1 sur le plan. coupé suivant
une demi-droite fermée ne passant pas par Porigine.

M. Biernacki a posé le probléme suivant: trouver une limitation des
coefficients des fonctions f(z) = z+ a,22-+ ... holomorphes dans le cercle
[z| < 1 et effectuant une représentation univalente de ce cercle sur des
domaines étoilés par rapport 4 un point autre que l'origine. Evideni-
ment ces fonctions f(z) appartiennent & la classe L. Pour la classe K,
M. O. Reade [4] a démontré I’hypothése de Bieberbach |a,| < n. Or,
nous avons prouvé que L = K, donc la méme inégalité a lien pour les
fonctions f(z) = 2+ a,22+... qui représentent le cercle |z2| < 1 sur des
domaines étoilés par rapport a un point quelconque. Par conséquent:

Corollaire. Si f(z) = z+a,2%...¢S représente le cercle 'z| <1 sur
un domaine étoilé par rapport au point a, on a |a, < n.
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Streszczenie

Jest to druga czes¢ pracy O identycznodci pewnych klas funkcji jedno-
listnych I, w ktorej udowodnilem, ze funkecje holomorficzne liniowo o0sig-
galne M. Biernackiego 83 funkcjami prawie wypuklymi W. Kaplana.
W tej czelci pracy dowodze twierdzenia odwrotnego, a mianowicie, Ze
funkcje prawie wypukle sg liniowo osiggalne.

Pesome

JTo BTOpast YacTh paGoTbl ) moxcdecmeeHHOCMU HEKOMOPHIT KAUCCO8
ognoaucmubx  @gynxyuit I, B KOTOPO# [0Ka3aHO, 4YTO TO0JOMOP{HHbIE,
{IMHeHO mJocTHKuUMLe (yHKUMH M. Bepuaukoro ABIAIOTCA MOYTH BHI-
nykaniMH  fyukumamu B. HKannana. B npennaraemoit wactu paGoThi
A I0Ka3bIBAl0 0OpATHYI0 TeOoPeMy, MMelHO, YTO GYHKIUU MOUTH BLITYKJIbiC
TOCTUHKUMBI JIMHelHO.



