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Cas singulier du probleme de Goursat pour I’équation hyperbolique
8 =f(w7?/’z’p7Q)

Osobliwy przypadek problemu Goursata dla réownania hiperbolicznego
8=flr,y,2,p,q)
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Le probléme de Goursat pour I’équation hyperbolique

0’z 0z 0z)
= flo,y,2, —, —
0xoy da’ dy’

congiste & déterminer une fonction z(z, y) satisfaisant a ’équation (1)
et admettant des valeurs données i I'avance le long de deux courbes
Iy:y = g(z)et I'y: @ = h(y), issues d’un point du plan xy et n’ayant aucun
autre point commun. A. Bielecki et .J. Kigyriski [1] ont étudié le probléme
de Goursat pour ’équation 0%*2/dxdy = f(x, y), dans le cas on ces coubres
ont au point commun une tangente commune. La plupart des résultats
qu’ils ont obtenus ont été étendus par J. Kisynski [2] & I’équation géné-
rale (1). Dans ce travail, nous étudions les cas particuliérement pénible,
laissé de coté dans le travail [2], ou les courbes I, et I, sont tangentes
en leur point commun i la méme caractéristique de 1’équation (1); dans
nos raisonnements nous suivrons les méthodes appliquées dans les tra-
vaux [1] et [2].

(1)

1. Enoncés des théoremes.

Admettons les hypothéses suivantes:

(H,) Les fonctions y = q(x) et & = h(y) sont continues et non décroissan-
tes dans les intervalles 0 <~ x “a et 0 <y — b respectivement et elles
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y vérifient les inégalités 0 -~ g(x) < b et O < h(y) ~ a. Les courbes
I'; et I'), graphiques des fonctions y = g(x), re{0,a) et x = h(y),
yel0,b), n'ont, a Dexception du point (0,0), aucun point commun.
(H,) La fonction y = g(x), définie dans Vintervalle (0,a,, admel une
dérivée g'(x) continue, tandis que r = h(y), définie dans Uintervalle
0,b), admet une dérivée h'(y) continue dans Uintervalle (0,h>, et
lim yh'(y) = 0.
u—04-
Des hypothéses (H,) il 8’ensuit que 8i ye(0, b)> et x = h(y), on a y > g(x),
et d’'une facon analogue, si xe¢(0,a> et y = g(r), on a © > h(y).
Définissons par récurrence, pour re¢(0, a) et ye(0, b > respectivement,
deux suites de fonctions

Py =z, K@) =hgl @), i=1,2,..,

n
L

) =u, W) =gkl @), i

Si les fonctions y = ¢(x) et x = h(y) vérifient les hypothéses (H,), toutes
les fonctions A'(x) et u'(y), ¢ =0,1,2,... sont continues dans leurs
intervalles de définition, forment des suites décroissantes de fonctions
pour z + 0 +# y et satisfont aux égalités A'(0) = 0 = u'(0), i = 0,1, ...
(cf. [1], §2). Si, en plus, les hypothéses (H,) sont vérifiées on montre
aisément que les dérivées di‘(z)/dr et du‘(y)/dy, i =0,1,2,... sont
définies et continues dans les intervalles demi-ouverts (0,a> et (0,b).
Comme le montrent les exemples donnés dans le travail [1], p. 108,
les hypothéses (H,) et (H,) ne sont pas encore suffisantes pour assurer
'existence de solutions du probléme G, (que nous allons formuler dans
un instant), méme pour les équations (1) du type le plus simple. (est
pourquoi nous admettrons encore les hypothéses suivantes.
(H,) Les fonctions di'(z)/dr et du'(y)/dy, i = 0,1, ... sont bornées dans
leur ensemble pour xe(0,a) et ye(0,b) respectivement.
(H,) La fonction y(x,y) est continue dans l’ensemble

A = |(z,y): g(z) <y <b, h(y) <=z -‘.a}
et elle y a les dérivées partielles du premier ordre wuniformément con-
tinues satisfaisant aux conditions de Lipschilz
%z(2y ¥)— xa(@, ¥)| < AlY—¥'l, (@ y)— 2u(&’, ¥)| < Ajr—a'],
oit A est une constante positive arbitraire.
La fonction z(z, y) sera dite de classe C* dans 1’enscmble .1, si elle est

continue dans cet ensemble et si elle posséde les dérivées partielles dz/ox,
0z/0y et 0%2/0rdy uniformément continues dans l'intérieur de A.
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Probléeme G,. Soient les fonctions y = g(x), = = h(y) et y(x,y) véri-
fiant les hypothéses (H,) — (H,), et la fonction f(x,y,z,p,q) continue
dans Densemble

M= {(z,y,2,p,q): (z,y)ed, —00 < 2,p,q < +o0}.
On demande 8’il existe une fonction z(zx, y) (dite la solution du probléme G)

de classe C* dans A, unique ou non, qui vérifie dans Uintérieur de A Véqua-
tion (1) et qui satisfait aux conditions

z(z, g(@)) = x(z, 9(x) powr xe(0,a),
z(h(y), y) = x(h(y),y) pour yel0,b).

La solution du probléme est donnée par les deux théorémes suivantes.

Théoreme 1. Supposons les hypothéses (H,) — (H,) vérifiées et admettons
que la fonction f(z,y,z,p,q) satisfait aux inégalités

(3) If(T’ Y, 2, 0’ 0)| < A-+Blz| pour (a:, ?/)(A el —co<2< 400
et
4 f@y,2,p,00—f(@,9,2,0",¢) To(p—p)+Nlg—q|
pour (z,¥Y,2,p,q)ell et (x,y,2,D",q)ell, o A, B et N sont des con-
stantes positives arbitraires el w(0) est une fonction continue et non décrois-
sante pour 6e(0, co) telle que w(0) =0, w(d) >0 pour 6 > 0 et que
r du

—— = +oo  pour tout 6 > 0.

(5) ) o

Dans ces conditions il existe une solution du probléme G,.

Théoreme 2. Si les hypothéses (H,) — (H,) sont vérifiées et si la fonction
f(x,y,2,p, q) satisfait a Vinégalité

(6) If(z,y,2,p, q)—f(z,y, Zyp'yq) <o(z—2|+p—p'1)+Nlg—q'|

pour (z,y,2,p,q)ell et (z,Y,2",p",q)ell, o N est une constante posi-
tive arbitraire, et la fonction w(0) a les mémes propriétés que précédemment,
il existe exactement une solution du probléme G,.

Effectivement intéressant est ce cas du probleme G, ou la fonetion
¥ = ¢g(z) ne s’annule que pour z = 0. Dans le cas ou il existe un z* > 0
tel que pour ze(0,2°% on a g(r) =0, le probleme de Goursat se raméne
au probléme de Picard, qui a été considéré dans le travail [4]. C’est pour-
quoi nous admettrons dans la suite une hypothése supplémentaire:
(Hy) La fonction y = g(x), ve{0,a) ne s’annule que pour z = 0.
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2. Réduction du probleme G,.

Soit s(z, y) une fonction arbitraire continue dans I’ensemble 4. Posons

oo z; vy

(7) O,(w, y) = _V(—l)i J ‘ s(u, v)dvdu,
i=0 Tyl Vit

ol @y = A(®), Yo = H'(Y)s Tair = R{E' (W), Y2 = 9(F* (@), 4 =0,1,2,...

Comme il résulte de la seconde partie du théoreme 4 du travail [1],
la fonction z(z,y) = O,(w,y) est la solution du probléme de Goursat
relatif & équation 6% /0xdy = s(z, y) satisfaisant & la condition z(z, g(x)) =
=0 = z(h(y), y) et, par conséquent, les dérivées partielles 06,/0z pour
(,y)ed et 00,/0y pour (z,¥y)ed, y > 0, peuvent étre obtenues en
dérivant terme & terme la série (7).

De méme que le cas plus régulier du probléme de Goursat, étudié
dans le travail [2], le probleme G, est ramené, au moyen du théoréme
4 du travail [1], au probléme de ’existence et de 'unicité des solutions,
en termes de fonctions s(z, y) continues dans I’ensemble 4, de 1’équation

s(w’ ?/) =f‘("va Yy Qs("'* ?/)a 00&(‘”’ y)/azv 0@8((8, y)/ay),

ou f*(x,y,z,p,q) est une fonction continue dans 1’ensemble /T et véri-
fiant les hypothéses qui ont ¢té faites sur la fonction f(z, y, 2, p, q) dans
les énoncés des théorémes 1 et 2. (C’est pourquoi nous omettrons, dans
la suite, P’astérisque du symbole f* et nous étudierons 1’équation

(8) s(w,y) = f(x,y, Os(z,y), 00,(x, y) [0z, 00,4(z, y)/0y).

Pour établir le théoréme 1 il suffit done de prouver que dans les hypo-
théses (H,) — (H;), (3) et (4) I'équation (8) admet une solution s(z, y)
continue dans 4. Le théoreme 2 sera démontré si 'on prouve que 1’équa-
tion (8) admet exactement une telle solution si la fonetion f(x, y, 2, p, ¢)
satisfait dans 1’ensemble /7 & la condition (6).

3. Propriétés des fonctions 0,(z, y).

Soit L un nombre positif, dont ’existence est assurée par les hypothe-
ses (H,) et (H,), limitant supérieurement les fonctions di'(x)/dx, du’(y)/dy,
dg(A (z))/dz, i = 0,1,2,..., pour ze(0,a> ou ye(0,h).

Lemme 1. Si s,(xz,y) et s,(z,y) sont des fonctions continues dans
Densemble A et p(x,y) une fonction continue dans le rectangle

D=|(zr,y):0<2 <a,0 <y <b},
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définié par la formule

o(xz, y) = max|s,;(u, v)— 8,(u, v)| pour (z,v)ed,,,

oL
Ay = {(,0): Bo) < u < 3,9(u) v <),
on a
v z
@ v [
100, (@, 1)~ Oupl, )| < [ 0@, vt T [ elu, y)du,
= e

a ) . ;
29, (@9)——6, (w,m‘ <L [ o, 0@+ L [ o(u, y)au,
’ ox ! or * . J

0 0 | ; - .
4 On@s )= 5 @) <L [ olw,n)aut TN [ of@, v
% % b ;

Démonstration. Tenant compte de la seconde partie du théoréme
4 du travail [1], p. 116, on peut démontrer les deux premiéres inégalités
de méme que celles du lemme 1 du travail [2], p. 85. Conformément
au théoréme 4 du travail [1]

x o (e )
0 1/ | {
0‘7 9,(1‘, y) = J's(“,y)du’l_é\‘(}ﬁ /“iﬂ(y)) f s(“’:“+l(y))d“+
y h() im N ] h(ut+1(w))
001 d ui[H'J
\ (-—h(#.(u))) f s (A (s )d
=1 NeXae VGV '/‘z(?/))’” v,
i./_.# dy 1y

pour (z,y)ed, y > 0. Etant donné que les suites de fonctions (' ()
et [h(u'(y))} sont décroissantes, on a

j xr
"'i 9: (@, y’— : 6*3('1" 'ﬂl : f@(u,y)du+
' dy dy VA
=1 @ Met@)
+ ( ' '{y)) _] ofw, p' (y))du-+
i\ dy '
o ht @)
o0 1 n‘jvl
d , :
-+ \1( h [‘ui {w)) ‘ 0 ("-(,u (V)) : .v) dv <
— \dy e
{=0 Wt
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N I )
< f@(uy?l)dqu'LZ J o(u, y)du-
h(v) =0 pud+lg)
A} d o
+ (—— }»i(h(?/))) J o(x, v)dv
VAR
=\ it 1)
1.: ‘001‘ d).:; \ lli(y)
< O e B I
< LJ o(u, y)du + 2\ (h(y))! h'(y) . f o(z, v)dv
’ o wtlw)

v

<L [ o(u, au+ LW [ o(a, 0y,

0

et la troisitme inégalité est vérifiée pour (z,y)ed, y > 0. Pour y = 0
nous le obtenons en considération de la continuité.

Ce lemme entraine comme simples conséquences les deux premicres
inégalités du lemme 2:

Lemme 2. Soit y > 0. Supposons que l'on ait yh'(y) < a pour 0 <y < 9
et h'(y) < K pour n <y < b, ok a et K sont des nombres positifs.
Si |s(z,y) <A 1> 0, on a

o
. Oy (z, y)

g
' V) A(T+Y
O, (z,y) < ;—e‘ ), < 2LtV

’% O, (x, y)l < L1+ K + Aa)e'®tY),

La derniére inégalité se démontre (en utilisant aussi le lemme 1) de
la fagon suivante:
* v

3 ‘ ;
C Ou(z,y) < LJ 2V gy Lh‘(y)J 164E D) gy
U 0

oy

< L™V 4 L(max ' (1)) €'Y - L{max yh' (y)) 2e*=+¥) <
b

Ny byen
< L1+ K + al)e®,

Lemme 3. Pour tout nombre positif M il eriste une fonction continue
en(0) définie pour 6 > 0, vérifiant les conditions

em(0) =0 et ep(0,14 8;) < ex(dy)+ ex(8y)
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telle que st 8(x, y) est une fonction continue dans lensemble A et y satisfait
a Dinégalité |s(x,y)| < M, on a
0s(@, y) — Op(2'y’)| < em(d) pour |z—a'[+|y—y'| <.
L’énonce et preuve de ce lemme sont identique & ceux du lemme
4 du travail [2].

Lemme 4. Soit x(8) le maxtmum de |\h(y)—h(y')| pour ly—y'| <6
et soit e(x, y, 8) une fonction définie pour (x,y)eD et 6 > 0, continue par
rapport'a (z,y)eD, non décroissante par rapport a chacun des arguments.
Pour tout nombre positif M il existe des fonctions ey (8), i = 1,2, conti-
nwues pour 6 > 0 et satisfaisant aux conditions

55‘1(0) =0 et ["I;\f(’sl’}‘ d,) < 5:.1{(61)4‘ efu(éz), 1=1,2,

telles que 8t 8(x, y) est une fonction continue dans lensemble A et vérifiant
les inégalités

s(z, )] = M et |s(z,y)—8(2',y') <&@, ¥, lz—2' [+ y—y]),
on a les inégalités

a@s( 9 o a1 | < ebe(s ol L 6)du
2 T,Y)— — = e .
oy » Y) a (=59 )i - Exr(0)+ bj (uy 9, )du

+Lk' () [ elz, v, x(Lé))dv,

)6 L b 18 F
— (', ¥)| < €a(0)+L [ e(uy y, Lé)du--
L]

v

+L [ e(@, v, Lo)dv,

0
pour |x—a'|+ |y—y'| < 8, (Z,Y)ed et (z',y’)ed.
Démonstration. Nous nous bornerons a démontrer ’existence de

la fonction e} (4). Pour la fonction ¢},(8) la preuve est analogue et
plus facile.

Introduisons les notations:
T al At w))
Dy, 1) = 2‘ (;ﬁ; “ (y) f 8(u, u' (1)) du,
bl & M+ )
oy -Il..(”
) . N i 1 \ 1
Z0 = ), [y M@)o (ble), o)av.

#Flw)
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Nous prouverons d’abord que pour les fonctions s(x, y) bornées dans
leur ensemble les fonctions Xj(y,t) et Zi(y,t) sont équicontinues par
rapport a2 ¥ uniformement par rapport a te(0,b).

Fixons un £ > 0 arbitraire. Soit », un nombre naturel dont ’existence
est assurée par les hypothéses (H,), tel que h(u™(y)) < ¢/4+ML pour
ye{0,b). Pour |8(x,y)] < M nous avons

441 h{u' () $41 ()
((d—’;r(y) s at ))du—(d’;y W) [ sl o)) <
' Wt 1)) ht )

5 . M) _ M) ,
<(3yw’“(y) [ stew @)au— [ s, i 0)du| +
R+ 1w)) (et 1))

i+1 i+1 M)
szy (y)— d/;y )| f 3wy " (0)) [ du <
(1))

< LM{[h(s" () — bl )|+ | Bl (') — Bl () |+
d 41 d- i1 ) ] 5 )
4..1.'”;—1/ (y)— —j_,,—(.v )"Ih(xﬁ(y’))—h(/z )| =
= LM{[Z(h(y))— A (R + |2 (h(y") — 4 (R @) +
du't! dp' ! ' i il
+M( —”—( ) + i- ) | B (e (y")) — e (3")

< 212 M |h(y)— h(y')| + 4 MLh(y').

<

A cause de la continuité des fonctions x(48), 6 == 0 et h(y) pour 0 < y <= b,
on peut trouver un &, > 0 tel que Pon ait 2L2Mnyx(26,) < &/4,

4 MLnyh(26,) < e/4. Pour y,y" < 26, nous aurons done
|Z2(y, )—Z4(y’, )] < 2L2Mngx(ly—y'|)+ 4 MLngh(y')+
8w, u*+' (1)) du +
"(ui“(!l))
d i1 i )
+ Z(’u%g I ) f 18(%, p‘“(t))ldu <
- At +1@w )

A(ut))
d 1+1
+ Z(
i)
< e+ LMh(u™(y))+LMh(up™(y") < e.
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D’autre part, si y et y' sont contenus dans l'intervalle (dy,b), il
existe, & cause de la continuité de la fonction du’ "' (y)/dy dans cet inter-
valle, un 6, > 0 tel que 'on aura pour |y —y’| < 4,

ng—1
2L* Mnyx(8,) < e/4 et L 2MaM, ,, < ¢/4,
1=0
ot M; désigne le maximum de la fonction |du'(y)/dy—dyu'(y’)/dy| pour
by < ¥,y < b. Il g’ensuit donc que ’on a, pour y, ¥y’ == §, et ly—y'| < é,,

W' (v))
Z3(y, O =23’y 1) ie* \ (m, l f 8w, w1 () dut
R+ w))
It ()
3 [du't \ Sk :
‘( k (y') ‘ is(u,,u,“(t)) du < .
=\ dy o
t=no Rt )

Mais 8i [y—¥'| < 6 = min(d,, 6,), on a toujours ou bien y, y' = 4, ou
bien ¥, ¥ < 26, done |Z}(y, t)— Zs(y’', t)] < epour [y—y'| < det te(O by,
ce qui prouve que les fonctions Xj(y, ) sont équicontinues par rapport
a y 8i les fonctions s(x,y) sont bornées dans leur ensemble.

Nous montrerons maintenant que les fonctions Xj(y, t) jouissent de la
méme propriété. Observons que

u (ll)
Ziw, ) = W 3 ( (i ) [ (e 0), o).
ph M)
Les fonctions
00 it u'() l
Ly, 1) = Z’(d‘r Uﬂ(y}l) f s (h{u' (1), v) dv
fel a1y
satisfont & Dinégalité |Z3(y, t)| < LMy et sont équicontinues par rapport
a y si les fonctions s(x, y) sont bornées dans leur ensemble (on le démon-
tre de la facon analogue que dans le cas des fonctions Xj(y,t)).
En vertu de I'hypothése (H,) il existe un nombre 7, > 0 tel que
yh'(y) < e/2ML pour y < 27,. On a done, pour y,y" < 27,,

1Z5(y, ) —Z5(y", )] < MLyh'(y)+ MLy'k' (y') <.
Comme la fonction h'(y) est continue dans 'intervalle {7, b) et les fon-
ctions 23(y, t) sont équicontinues pa,r rapport a 9, il existe un nombre
7, > 0 tel que 'on a, pour |y— y| ~ 5, ot te(0,b),
(max R @)1 Zs(y, )—Za(y'y 1) < /2, LMalb'(y)—h'(y')| < ¢/2.

Ny
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11 g’ensuit donec que 'on a, pour y, ¥y’ = n, et |y—y'| < u,,

|25y, ) —Z5(y', 1)) < (max k' ()1 Z0(y, 1) —Z3(y’, t)] -+

m=y<b
+LMalh'(y)— ' (y')| < e
ce qui entraine, pour |y—y'| < n = min(,, n,) et te(0,b>, 'inégalité
|Za(y, t)—2Z3(y', t)| < &, donc, si les fonctions s(x, y) sont bornées dans

leur ensemble, les fonctions X (¥, t) sont équicontinues par rapport 4 y dans
Pintervalle (0, b).

d : ar
En s’appuyant sur la formule % hiw' (y)) = %(h(y)).h’(y) et sur

Pégalité
d!‘), Ues , ) s ’
. —((L', !/)" "\-ng) = J [X(u,y)_s(u,y)]du_%
oy dy A
d M ()
T : ) .
' E(dl h' i l(.’f}) J- l#[u ’I“' ' I{H)’ s(."! ﬂ»‘ j ]{y’]]!dQ(_{_
1=0 v A+ 1y
0 d #’.(U)
i=0 " l‘i+l(ﬂ)
k() z
+ f s(u,y')du-+ fs(’“,y')du+
h(v) =

+ 20y, y) =2 V) Z5y ¥ — 25y, ¥,
et en tenant compte du fait que la fonction ¢(z, ¥, ) et la suite {pi(y)},
t=20,1,..., sont monotones, on obtient 1'inégalité
06

6?1 {J"s y)'_

6, .
P (='yy')

z v
<L [ e(u,y,Lo)du+ Lk’ (y) [ e(z, v, x(Lo))dv+
[1) 0

+Mh(y)—h(y) + Mz —z'|+|Zs(y,y')—Zy' , ')+ 125y, v ) — Z2(y", ¥'),

d’ou ’on voit que la fonction

2
eha(8) = M(x(8)1 8)+ > sup|Zi(y,y)— Zi(¥', ¥

fe=l
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ou on prend le supremum pour v,y e{0,b), [y—y’'| < 6 et pour toutes
les fonctions 8(xz, y) continues dans 4 et satisfaisant dans cet ensemble
4 Dinégalité |8(z, y)| <= M, vérifie bien la conclusion du lemme.

4. Une équation fonctionnelle (1),

Lemme 5. Supposons que

1° la fonction w®(0) définie, continue, non décroissante et bornée pour
8 >0, vérifie les conditions suivantes: ©"(8) >0 pour & >0,
®*(0) = 0, w*(8,+ 8;) < w"(8,) + *(8,) et

a4
o odu

— = 4-poO powur 00
o (un) ’

,

2° la fonction Q(06) est définie, continue, non décroissante et bornée pour
6> 0et Q0) =0,
3° la fonction v(0) est définie, non décroissante et continue pour & > 0
et on a »(0) =0 et »(6) > 0 pour 6 > 0.
Dans ces conditions il existe une fonction non négative &(x,y, d), définie
pour (2,y)eD) ={0 <& <a,0 <"y < b} et &6 >0 telle que
(i) powr tout 6 > 0 fizé, la fonction &(x,y,d) est continue du point
(z, y)eA, non décroissantc par rapport a chdcun des arquments x et y,
(ii) la fonction e(x,y, 8) est non décroissante par rapport & & > 0,
(ili) 8¢ &'(0) = maxe(z,y,0) powr 0 <x <a e 0O <y<b, on
a lim *(9) = 0,
404
(iv) la fonction ¢(x,y, 8) vérifie dans le rectangle D Véquation
(9)  e(@,y,0) = felz,y,v(d))+

+w'(f 6‘{“, Y, v(é))du—{— J‘ 6(.’17, v, v(é))dv)+g(6).

Démonstration. Posons
m = max(sup »*(3), sup2(4))
et formons par récurrence la suite de fonctions {¢,(z, vy, 6)}, en admettant
eo(Zy ¥, 8) = 4m,
(10)  en(@,y, 8) = }eaa(®, ¥, ¥(8))+

+w'(fs,._x(u, Y, v(8))du-|- fa,._,(-.r, v, v(a))dv)+.()(a)

(") Cf. [3], lemme 1.
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pour n =1,2,..., (z,y)eD, 6 = 0. En sg’appuyant sur la fait que les
functions 2(8), w*(d) et v(4) sont monotones, on peut établir par induc-
tion les inégalités suivantes, pour tout » = 0,1,2,...:

(11) 0 < e, (x,¥y,0) <enar(x,y,d) <im,
(12) en(®,y,8") = e,(x,y,0) pour 4’ =48 =0,
ez’ yy,0) = e, (L'yy,0) pour a=a"=a" =0,
(13)
enl(®y Yy ) = en(x, ¥’y 0) pour b =y" >y > 0.

Nous prouverons maintenant que les fonctions de la suite {e,(r, y, §)}
sont équicontinues par rapport a (r,y)eA (il suffit, pour cela, demont-
rer qu’elles ont le méme module de continuité). Supposons que la fone-
tion e(u, n), définie pour v = 0 et 5 > 0, soit une solution de I’équation

e(u, n) = 20" ( [ e(t, n)dt) i 20 (4my).
0

Cette fonction, comme il résulte de I’hypothése 1°, est univoquement
définie et continue par rapport a u et » et on a e(u, 0) = 0. Nous prou-
verons par récurrence que l'on a, pour tout » = 0,1,2, ...

(14) len(@y Y, 0)—en(@'y 4"y O)| < e(y, [w—a']) -+ (2, [y—y']).

Pour n = 0 cette inégalité est évidente. En admettant qu’elles a lieu
pour » = k et en s’appuyant sur l'inégalité

|® (8) — @™ (8,)] < w*(18,— 4),
qui est bien vraie dans nos hypotheses, nous aurons

lexsa(zy y, 6)—8k+1(a’19 ¥y 0)| < %iek(m9 Uy "(6))—5k(x" ¥, v(é)) An

+lo*( [ exlu, y, (@) dut [ enfw, v, v(8)dv) +

_w‘(fek(u,y, v(6))du+ f”ek(.v’,v, v(é))dv” <

v
<de(y, lo—a')+ 0" ( [ e(v, lo—2'))dv) + 0" (4m |z —2']) = e(y, lo—2')
0
et de méme [5k+1(w’9?/’ 6)_£k+l(w’7 '.’/'9 6)' ge(wly l?/’—?/’l)y l’inéga,lité
(14) se trouve donc aussi vérifiée pour n = k+ 1, d’ou il résulte que les
fonctions e,(z,y, 6) sont équicontinues par rapport a (z,y)eD.
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A cause de 'inégalité (11) la suite {¢,(x, y, 6)} converge vers une fonc-
tion non négative. Soit

e(w, y, 0) = lime, (v, y, d).

N—00

On aura évideminent
(15) le(@, y, 6)—e(@’, ¥’y 0) <ely, |lx—a'])+ e, ly—y'|).

Nous allons montrer que la fonction e(z, v, 8) vérifie toutes les condi-
tions (i) — (iv). La partie (i) du lemme résulte immédiatement des iné-
galités (13) et (15), de méme que (ii) est une conséquence de l'inégalité
(12). Pour tout 6 > 0 fixé la suite des fonctions ¢,(z, v, 4) des deux varia-
bles (xz,y), étant une suite monotone et bornée de fonctions équiconti-
nues, converge uniformément dans le rectangle I vers la fonction ¢(z, ¥, ),
d’ou il résulte, & cause de (10), que ’équation (9) est vérifiée. La fonction
e(w, v, 0) satisfait donc & l’équation

z v
e(zy y,0) = 20" ([ e(u, y, 0)du+ [ ez, v, 0)dv),
0 0

d’ou il résulte ([2], théoréme 3) que
(16) e(z,y,0) =0.

La fonction &(z,y, d) est semi-continue supérieurement comme limite
d’une suite non croissante de fonctions continues &,(x, y, 8), done

(17) lime(x, y, 8) = &(x,y,0) =0 pour (z,y)eD.
30 +
Pour établir la partie (iii) du lemme il suffit de remarquer que la
fonetion ¢(z, y, 0) est, en raison de I'inégalité (15), uniformément conti-

nue par rapport a (z,y)eD, et 6e(0, -+ o), done la convergence (17)
est uniforme dans le rectangle D,

5. Preuve de l’existence de solutions de ’équation (8).

Lemme 6. Si la fonction w(d) est définie, continue et non décroissante
pour 6 =0, w(0) =0, w(d) >0 pour 6 > 0, w(d,+ 6;) < w(d;)+ w(dy)
et 8t

¢ du
f =+ o0 pour >0,
0
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on a
]

du

f T = -} o0  pour o > 0.
w(u)+

L]

Démonstration. Le lemme est évident g'il existc un nombre 6, > 0
tel que w(4d) > & pour (0, é,>. Sinon il existe, pour tout » = 1, 2, ...,
un nombre 4, ¢(0, 1/n) tel que w(d,) < é,. La fonction w(d) étant subad-
ditive, on aura w(d) <~ 6 pour tout 4 appartenant a l’ensemble dense
dans <0, +oo) de nombres de la forme 6 = Oy + (5,,2 Feoit 6y, . 11 en
résulte par continuit¢ que w(d) < 4 pout tout de0, | oo) et le lemme
est visiblement, établi.

Supposons les hypothéses de la théoréme 1 et I’hypothése (£;) véri-
fides, et considérons l'espace des fonctions s(z,y) continues dans l’en-
semble 4, dont la norme est |8(x,y)| = max|s(z,y)| pour (z,y)ed.
Soit 7 > 0 un nombre tel que pour 0 < y < 5 on a yh'(y) < 1/2LN ou
L est la méme nombre qu’auparavant, et soit A un nombre positif tel
que pour n < y < b on a h'(y) < K. Posons

A=2(44 B+ w(1)(2L--1)+N(K+1)L-+1),
et désignons par 71, I’ensemble des points (x, y, 2, P, ¢) tels que

(@, y)ed, 2] <A, |pl <P, g < JL(1 -+ K+ A[2LN)e* ).
Soit 02,(4) le maximum de la fonction (f(z, vy, 2, p, q) — f(&', ¥', 2, p, q)|
pour (z,¥,z,p, q)ell,, (&', ¥',2yp,q)ell,, lx—a' |+ y—y'|+e—2'| <6
et admettons

Q(8) = 2o(8 + e (0)) + (34 (8)) + Nehe (9),

ol ey(6) est la fonction qui intervient dans le lemme 3 et en(8), i = 1,2,
sont celles du lemme 4. La fonction Q(4) est donc définie, continue, non
décroissante et bornée pour 0 > 0 et on a 2(0) = 0. Posons w*(4) =
= w(Lé)+NL(K+1)4. Il résulte du lemme 6 que la fonction «*(d)
vérifie les hypothéses 1° du lemme 3. Soit »(0) = Lo+ x(Ld). Cette
fonction est définie, continue et non décroissante pour 4 > 0 et on a
»(0) = 0, »(6) > 0 pour 6 > 0.

Désignons par &(z,y, d) la fonction — dont l'existence est assurée
par le lemme 5 — satisfaisant aux conditions (i) — (iv).

Nous allons démontrer que dans ’espace considéré des fonctions con-
tinues 8(x, y) il existe un point fixe de la transformation

) i
S(z,y) = Fs(z,y) =f(a’7y: O,(z, y), éw O,(z,y), aru 0:(‘”7.1/))-



Cas singulier du probldme de Goursat pour 1'équation hyperbolique 141

Dans ce but désignons par Z l’ensemble des fonctions s(z, y) continues
dans l'ensemble A et vérifiant dans celui-ci les inégalités (8(z, y)| <
< 2V et |s(z, y)—8(a', ¥')| <&@, y,0) pour |x—a'|+|y—y'| < 4.
L’ensemble Z est non vide, fermé et convexe. Du théoréme d’Arzela,
en tenant compte de (iii), résulte qu’il est compact.

Si 8,(z,y) et s,(xz,y) appartiennent a l’ensemble Z, on a en vertu
du lemme 1

”931 _ @az” < ab|ls, — 8,

— @, Il ~L(a4-b)lls,—s,ll,
T

d «
8 ——~0
dy " oy

|
| < L{a+ maxyh’ (y))lls,— 8.
; 0<y<bd

|

De ces inégalités il résulte que
B8, — Fa,|| < Qq(ab |8, — 3all) + o (L(a -+ b)||3,— 84]l) +
""NL("‘ £ lnax?/h,(‘.'l)) ll8, — 8all.
o<y<dh
Le second membre de cette inégalité tendant vers zéro avec ||z, — s,||
la trangformation Fs est uniformément continue sur ’ensemble Z.
Soit g(x,y) une fonction arbitraire appartenant & Z. En vertu du

lemme 2 pour a = 1/2LN et de linégalité w(d) < w(1)(1-- 4), facile
a établir, en profitant des inégalités (3) et (4) nous avons

7
|F8(x, y)| < A+ 17 AN L ) (2L V) L NL(K + 1) 4 2649 <

T ek (A 1 -f;- + w(1)(2L+ .1)-+-NL(K-H))e‘(IW) <
< 3AME VL JAERY) = M)
En vertu du lemme 4, pour |[z—z'|+ |y —y'| < 0, on a
\Fs(x,y)— Fs(a', y')| <

=

v
< Q[0 - em(8)) - oy (8)+L [ e(u,y, Loydu+ L [ ez, v, Lé)dv) +
0 0
x

v
+N (MO + L[ e(u,y, Lo)du+ Li'(y) [ e(a, v, »(Ld))dv) <
0 v
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x u
<o +olL(f e(u,y, Ld)du+ [ e(@,v, Lo)dv))+
0 1}
T ? NL
+ NLfs(u,y,La)du +NKL | ¢(z, v, x(L(s))dHﬂ;_E(m,y, x(L8)) <
0 0 v
x v
< Q@) +olL(f e(uy y,v(0)du+ [ e, v, ¥(8))dv)) |-
z v
+NL(K +1)([ efu, 3, v dut [ e(e, v, »(8)dv) + be(z, 3, »(8)) =

= 0(0)+ o ([ eluy y, v(O) At [ elw, v, v(8))dv) +1efz, y,»(0)=

= ¢(z, ¥, 9).

Done la transformation F's fait correspondre 4 1’ensemble Z un sous-ensem-
ble de celui-ci. En vertu du théoréme du point fixe de Schauder [5],
il existe une fonction s(z,y) continue sur ’ensemble A, qui satisfait

a ’équation (8) de la page 130 et par conséquent, en raison des remarques
du chapitre 2, le théoréme 1 se trouve démontré.

6. Unicité des solutions du probléeme G,

Nous allons démontrer le théoréme 2. L’existence de la solution dans
ce cas est assurée par le théoréme 1, il suffit donc de prouver l'unicité
de cette solution. Supposons les hypothéses du théoréme 2 vérifiées et
goient 8,(v,y) et s,(z,y) deux fonctions continues dans l’ensemble A,
satisfaisant & 1'équation (8). Soit o (z, y) la fonction définie au lemme 1
et 7 > 0 un nombre tel que 'on ait, pour 0 < y < n, 'inégalité yh'(y) <
<1/2LN. Posons L* = (2L max(a, b)}/2, N* = NLmax(l, maxh’(y))
et ©**(8) = 2(w(L*6)+N"8) pour 6 > 0. nev<h

En vertu du lemme 1 et de (6) il vient

8y (y ¥)— $2(2, Y)| <

: 0 )
< "’(|9n1(-r! y)—Qsz(my y) |+|5 @8|(""! y)— ;:; Ooz(my y)') =

J i) ‘
+N\5y' @sl(m’ ?/)_‘ _63_/ 6)52(‘”’ "/)‘ <
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v T

v
o, v)dv- i{ ] o(u, y)du-} LJ o(u, y)du+Lfg(w,'v)dv\,l +
] 0 0 !

- ;r:
= |
12 .
o
x

/]
+¥ (L | g(u,y)du—l—Lh’(y)f o(, v)do) <
0 0

< w(( )fg(x ) d1;+(.r f)fg(u,_1/)du‘)‘+NLfg(u,y)du+

JJ

+ VL(maxh (u)) | o(x, v)dv+ NL(maxyh'(y)) o(z, ¥) -

n<y<b 0<y<n

< o (L* (f o(w, y)du -+ f@(m, r]rh'))ﬁ— 3'-(f9(1l, y)du - j’g(w, v)dv) -+

+3e(z,y)

done la fonetion o(z, y) vérifie 'inégalité

e(z,y) < o™ (f@(“’y)d’”+f9(w’v)dv)-

En raison de (5) et du lemme 6 la fonction w"*(d) vérifie les hypothéses
du théoréme 3 établi dans le travail {2]; en vertu de ce théoréme on
doit done avoir

o(x,y) =0 pour (z,y) D
ce qui équivaut a l'identité
8,(x,y) = 8,(x,y) pour (z,y)ed.

L’équation (8) a donc exactement une golution et le théoréme 2 est ainsi
démontré.
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Streszczenie

W oparciu o twierdzenie Schaudera o punkcie statym i wyzyskujge
metody wylozone w pracach [1] i [2], dowodzi si¢ twierdzenia o istnie-
niu rozwigzania problemu Goursata dla réownania (1) w przypadku, gdy
krzywe, wzdluz ktorych dane 83 z gory wartodci rozwigzania, moga mied
w swym jedynym punkcie przeciecia wspolna styczng o kierunku cha-
rakterystyeznym. O funkeji f(v,y,z,p,q) zakiada sie nieco wiecej
niz w pracy [2] nie obejmujacej tego wysoce osobliwego przypadku.

Dowdd twierdzenia o jednoznacznoéei rozwigzania zadania Goursata
oparty jest na pewnej nier0wnosci calkowej udowodnionej w pracy [2].

Pesowme

OcHoBuiBasich Ha Teopeme lllaygepa o mocToAHHOI ToYke W ucnob-
3yA METOIK, M3Jo:KeHHble B paboTax [1] u [2], RoKa3aHa TeopeMa o cyue-
CTBOBAHMM pelleHUA NpoleMbl Cypca mua ypaBHeHus (1) B ToM cnyuae,
KOrga KpMBHIE, BIOJIb KOTOPHIX Hamepéj 3agaHbl 3HAUYEHHUA PellIeHHHd,
MOTyT UMETb B CBOEH eIMHCTBEHHON Touke mepeceyeHMA oOLIYIO KacaTellb-
HYI0 C XapaKTepUCTMYECKUM HampasjeHueMm. OTHOCHTEILHO QYHKIIMK
f(z,y,2,p,q) upexmonaraeTcA HecKoibko Goibule, YeM B pabote [2],
He OXBaThIBalouleif 3Toro BeCbMa 0CoGoro ciaydasd.

Hoka3aTesnbcTBo Teopemnl 00 OTHO3HayHocTH peuieHus 3apaum [ypea
OCHOBBLIBA€TCA HA HEKOTOPOM HHTErpalibHOM HepaBeHCTBe, NOKA3aHHOM
B pabore [2].



