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Introduction,

Ce travail a pour objet la détermination de la limite supérieure
du module d’'un certain nombre de zéros d’'un polynome, limite in-
dépendante de la valeur des parametres arbitraires qui y figurent,
dans les cas ou ces parameétres entrent linéairement dans le poly-
nome. E. Landau?) adonné le premier exemple d’une limite indé-
pendante des coefficients arbitraires du polynome. P. Montel?)
généralise ce probléme posé par E. Landau en montrant que le
polynome

1+a z+..... +ap 2P + apyy 2 P 4 ..., +aprk—y 2 PFTE—L
dans lequel ay, ..., a, sont desnombres fixes, a toujours p zéros dont
le module es: inférieur a un nombre fixe ¢(a1,. .. , a, k) ne dépendant
que de ay, ..., ap et du nombre des termes du polynome. Ces que-

stions sont connues sous le nom de probléeme de Landau-Montel.

- ') E. Landau — Sur quelques généralisations du théoréme de M. Picard.

(Annales Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3¢ série, t. 24, 1907,
p. 179—201).

) P. Montel — Sur les modules des zéros des polynomes (Annales
Scientifiques de I'Ecole Normale Supérieure, 3¢ série, t. 40, 1923, p. 1—34).
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M. Biernacki?) s'est occupé de ce probléme et a étudié le
polynome du type

a; Pl (Z)—‘" ..... —{—ak Pk (Z)

ou l'on ne suppose connus que les degrésdes polynomes Py(2),. .., P, (2)
et les regions Ri, ..., R, qui contiennent respectivement tous leurs
zéros. M. Biernacki a obtenu pour k=2 le résultat suivant:

P(z) étant un polynome de degré p, dont tous les zéros ne dé-
passent pas en module P, @(z) un polynome de degré q (q = p), dont
tous les zéros ne dépassent pas en module Q, I’équation P(z) + aQ(z) —
=0 a p zéros au moins dont le module ne dépasse pas le nombre

T = max {Q, gP_+pQ]
q—p

et cette limite supérieure est atteinte.

L’étude de ce probléme dans le cas o k =3 et k = 4 est 'objet
de ce travail.

Je voudrais exprimer ici ma reconnaissance profonde particu-
lierement a M. le professeur M. Biernacki, dont je suis I'éléve,
pour l'aide considérable et suivie qu’il a bien voulu m’accorder dans
mon premier travail scientifique. J'adresse aussi mes remerciements
sincéres a4 M. le docteur Z. Butlewski pour ses conseils qui ont
guidé mes premiers pas dans le domaine du travail scientifique.

§ 1. Nous commencerons par établir deux lemmes.

Lemme 1. Si P(z) est un poiynome de degré p, dont tous les zéros
ne dépassent pas en module P. Q(z) est un polynome de degré g
(q>> p), dont tous les zéros ne depassent pas en module Q et la|l = m
(m est un nombre positif arbitraire), tous les zéros du polynome
P(z) + aQ(z) ne dépassent pas en module le nombre.

9=p /7
f'! l + P
(1) Mem =/ |+ o
m q—0p
3) M. Biernacki — Sur les équations algébriques contenant des para-

meétres arbitraires. (Bulletin de I’Académie polonaise des Sciences et des Let-
tres, Classe des Sciences Mathématiques, série A, 1927, p. 541—685).

4) Dans la démonstration nous écrirons M au lieu de M (m).
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Démonstration. Nous nous appuyons sur le théoréme de
Rouché?, Dans ce but nous déterminons pour |a!= m un cercle
sur la circonférence duquel sera satisfaite 1'inégalité | P(z) | <|aQ(z2) |.
Désignons par M le rayon du cercle en question. Si l'inégalité
|P(z) | <laQ(z) | est vérifiée pour |z | = M, les fonctions aQ(z) et
P(z) 4+ aQ(z) auront le méme nombre de zéros dans le cercle |z| <M.
Pour M > Q tous les zéros de la fonction P(z) + aQ(z) seront contenus
dans le cercle |2/ <M. Vu la condition [al => m nous remplacons
I'inégalité [P(z) | <l|aQ(z)i par l'inégalite |P(z)|<ImQ(2)|. Si
M > Q, les inégalités suivantes seront vraies: |[P(z)| < m (M + P)~.

mM—Q) < mQER)| < mM+Q)y
Donc I'inégalité | P(z) | <!|m@(z)! peut étre remplacée par
(2) M+ PPr<<mM— Q)
En posant M — @ = u, on obtient ainsi

‘ b §
(3) utP+Q < Ym u’
v
By
LA .
| P+a ) k!
/ 0 u, U, U,
Fig. 1

5 S. Saks i A. Zygmund — Funkcje analityczne, 2-e éd., 1948, III,
§ 10, p. 152.

3 Annales
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L’inégalité (3) est satisfaite pour u = uo; uo désigne l'abscisse

du point d'intersection B de la droite v—=u + P + @ avec la pa-
q

rabole v=i/m - u” (fig. 1). La détermination exacte du nombre uo
dans le cas général est un probléme difficile. Nous remplacons donc
uo par l'abscisse u; du point d'intersection C de la droite v=1u +
+ P + @ avec la tangente de la parabole du point A:

Q=p f

1
+-—P_(P+0Q.
m q—0p
En posant u=— M — Q nous revenons a l'inégalité (2) et nous
obtenons le nombre M (en fonction du parametre m), satisfaisant
a la condition (2)

a=p /T
M) = l/;“l—qgj—:z;}?

Dans le cercle de rayon M(m) les fonctions aQ(z) et P(z) 4 a@QX{z2)
possédent, pour |a| = m, le méme nombre de zéros. Le nombre dé-
terminé M(m) est plus grand que Q. Alors pour la| = m tous les

zéros du polynome aQ(z) se trouvent dans le cercle |z | << M(m) et,
de ce fait, le méme cercle contient aussi tous les zéros du polynome

P(2) + aQ(2).

Lemme 2. Si P(z) est un polynome de degré p, dont tous les zéros
ne dépassent pas en module P, Q(z) est un polynome de degré q
(@ > p), dont tous les zéros ne dépassent pas en module Q et | a| < m,
on m satisfait a la condition

| P—Q(p)l’ (q - p)q—-ppp]
m in (2 L e — ¢
< min l( Q) ' \gFp )
le polynome P(z) 4 aQ(z) posséde (@ — p) zéros supérieurs ou égaux
en module au nombre

) N (m) ="T/ | ;(EJPH Q.
et 'on a N(m) > r.

Démonstration. Nous nous appuyons sur le théoréme de
Rouché. Nous trouvercns un cercle de centre O, sur la circon-
férence duquel sera satisfaite 1''lnégalité | P(2) | > | aQ(z) I.
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Si lal < m, on peut remplacer cette inégalité par l'inégalité
| P(z) | > | mQ(z) i. En désignant par N°) le rayon du cercle cherché,
nous obtenons pour P << N les inégalités suivantes

(N—PY <|P(2)! < (N + P, ImQ(2)| < m(N + Q).
On peut remplacer l'inégalité | P(z) | > | mQ(z) | par
(5) (N—PP <m(N+ Q"

En posant N 4+ Q = u, on obtient ainsi
q

s
(6) u—(P+Q >)Ym-u’
Pour résoudre cette inégalité nous cherchons des valeurs de u

telles que les ordonnées de la droite v —=u — (P + Q) soient plus
q

grandes que celles de la parabole v= fim - u” . On voit, d'apres
la fig. 2, que l'inégalité (6) est satisfaite dans l'intervalle (u1, us).
Pour résoudre cette inégalité il faudrait déterminer 1'abscisse uz du
point B. Vu I'impossibilité de déterminer exactement ce nombre dans
le cas général, nous nous contentons de la valeur de 1'abscisse ug du
point C, ou la tangente de la parabole est paralléle a la sécante AB.

v

. 2

% N est une fonction du parameétre m. Dans la démonstration nous
écrirons N au lieu de N (m).

3*
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Pour cela nous cherchons, pour la famille des paraboles y — ax",
le lieu géométrique des points, ol le coefficient angulaire de la tan-

gente a une valeur fixe k: y=ax", nax"! = k, d’ou yzﬁ e

Donc le lieu géométrique de ces points est la droite y — % x, passant
par l'origine.

Pour la famille des paraboles déterminées par I'’équation
= B
v=im «uP, les points C (ug, vo), ou le coefficient angulaire = 1,

se trouvent sur la droite v = Zu

9

Sim est un nombre suifisamment petit, la parabole v = i m-u’
coupe la droite v=u— (P 4 Q); 'abscisse 1o du point C est plus
grande que l’'abscisse a du point D et satisfait a I'inégalité (6), L’ab-
scisse up du point de la parabole, ou le coefficient angulaire de la

a—p /) p
tangente =1, est yy = ' %(%) -En revenant par la substitution

u=N 4+ Q a l'inégalité (5), nous obtenons, pour m suffisamment
petit, le nombre cherché N en fonction du paramétre m:

N (m) ="_v :1%)7— Q.

D’aprés le théoréeme de Rouch é, dans le cercle ! z [<< N(m) les
polynomes P(z) et P(z) + aQ(z) ont le méme nombre de zéros. 1l reste
a trouver la condition que dait remplir le nombre m, pour que la
solution soit possible, et il faut démontrer que N(m) > P et N(m) > r.

>a u_—_q(P rQ)
' q—p

La solution existe, si uo

9—r

l pr} q ’ .
l,_ m(_q) > g~ p P +Q dob

pp frq e p\lq_l’
(7 m < ¢ \PTQ/
Pour m satisfaisant a la condition (7),
Nm)=u—Q > u—Q = q;)—{—’;g Sk
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La condition N(m) > r est remplie lorsque N(m) > Q et
qP

N(m)>29-+-
qQq—p

q_]p//";% (s)p— Q > Q, lorsque m < (2 Q)p_q (;—))D

“=p/ 1 (p\7 PQ+aP P° (4 — P\"

J/ alr-e> R e m<H{ETE)

Si I'inégalité N(m) > r doit étre vérifiée, ie nombre m doit satis-
faire a la condition
7 mu p—q(g)p' pP(P — q)'a—pl
(7) m <minl@Q) | \ght g\PER)

Si lal == m (m est un nombre satisfaisant a la condition 7).
le polynome P(2) posséde p zéros dans le cercle | z | < N(m). En vertu
du théoréme de Rouch é le polynome P{z) + aQ(z) a aussi p zéros
dans le cercle |z | << N(m), tandis que q — p zéros de ce polynome

sont supérieurs ou égaux en module au nombre N(m), ce qu'il fallait
démontrer.

D'apreés le théoreme de M. Biernacki et les lemmes 1 et 2
nous distinguons trois sortes de positions des zéros du polynome
P(z) 4+ aQ(z) selon la valeur du coefficient a:

a) Sila|<min l(2 Q)P y (E.)p, _’LD (g;ﬂ)q P}, le polynome
| q/ q* \P+jQ
P(2) + aQ(z) a p zéros dans le cercle iz| < r, les autres ¢ — p zéros
sont plus grands en module ou égaux au nombre N(la) et plus petits
que le nombre M(lal) (fig. 3a).

IR

Fig. 3a Fig. 3b Fig. 3c
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. LB | =9 p)n, o’ q_p-t.i-—pl’

b) Si |al=min l(2 Q) (a o (I—DTQ) l le polynome

P(z) + aQ(z) a p zéros au moins dans le cercle |z| < r et ¢ — p zéros

au plus sont plus grands en module ou égalent r et sont plus petits
que M(la) (fig. 3b).

ilal>min g (Y, P (a— P\’
c) Si la|> min l(2 Q) (a) s o (P_+_Q/ ',dans le cercle

|z| < rilyap zéros au moins du polynome P(z) 4 aQ(z) et tous
ces zéros sont plus petits en module que le nombre M(lal) (fig. 3c).

11 résulte de ces considérations que lorque |a! croit, les nombres
M(lal) et N(lal) décroissent et, lorsque | a | décroit, les nombres M(lal)
et N(la) croissent. Nous profiterons de ces lemmes pour étudier le
probléme posé par M. Biernacki dans les cas ol k=3 et k=4.

Théoréme I. Si P(z) est un polynome de degré p, dont tous les
zéros ne dépassent pas en module le nombre P, Q(z) un polynome
de degré q, dont tous les zéros ne depassent pas en module le
nombre Q, S(z) un polynome de degré s (s=> q>p), dont tous les
zéros ne dépassent pas en module le nombre S, alors le polynome
P(z) + a@(z) -+ bS(2) a p zéros au moins, dont le module ne dépasse
pas le nombre
@) R — sM+qS

s—4q

4 p
,(_2s—q+p)r+(q+p)S|+Q]| (g)q—p+

o M=lma.r S
| 2s —q—p

p
139+ pP
qQ—p
r = max {Q, P_;?%;I)f}

Démonstration. Nous mettons le polynome P(z) + aQ(z) +
~+ bS(z) sous la forme
(P(2) +aQ(2)
|~ S@

Pour la démonstration nous appliquons le principe de 1'argument 7).

9) S (2)

+o}

7) Le principe de I'argument résulte du théoréme suivant: Si f(z) est
une fonction réguliéere dans la région G, a l'exception d’'un nombre f:ini de
poles, et si I'on a, dans cette région, une courbe C qui entoure chaque racine
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Nous distinguons deux cas selon la valeur du module du nom-
bre a:

I lal<m,
II. lal = m, ou m=min:(S+Q) - /p)
[ ]
[(23—q"+p) r+(q+p)S+Q]ﬂ-q
“S —q—0D

Cas 1. Il résulte du lemme 2 que si lal<m et si m satisfait
a la condition (7°), alors p zéros du polynome P(z) | aQ(z) se trouvent

dans le cercle (2| < 7, r=max : ,p;'i’-i—q ]I
du polynome sont dans la région |z!> N(m). Lorsque m décroit,
N(m) augmente. Le nombre m étant convenablement choisi, le po-
lynome P(z) -+ aQ(z) peut avoir pour | al< m (q—p) zéros supérieurs
ou égaux en module & un nombre K (K > r), arbitrairement grand.

et les autres zéros

Supposons que le polynome P(z) + aQ(z) posséde p zéros dans le
cercle |z| < r et (g—p) zéros dans la région | z| > K. Nous allons
déterminer un ncmbre K et un nombre R;, satisfaisant aux condi-
tions R; > S, r < R; < K, tels que, lorsque z (=Re') décrit dans
le sens direct la circonférence |z | = R, %), I'argument de 1'expression
P(2) + aQ(2)

S (2)

I'on ait

(10)

décroisse d'une fagcon monotone, c'est-a-dire que

d [ P@+eQ()

a8 S }éog)

8) La circonférence |z} = R; est la courbe C, le cercle [z] < Ry est la
région G.

d |\ d @ (7@
D) dIg{argf(z)’ as {logf(z)} l{f (z)zz} R f(z),

et chaque pole de la fonction f(z) exactement une fois dans le sens positif,
et enfin, si f (2) n’a pas de racines le long de la courbe C, alors — _;[z) dz =

271 (2)
nombre des zéros moins le nombre des péles de la fonction f(z) dans la région
limitée par la courbe C. Nous comptons chaque zéro et chaque pole autant
de fois que l'indique son ordre de multiplicité (Bieberbach — Lehrbuch
der Funktionentheorie, t. 1, p. 183, 1921).
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Dans le cas étudié 1'on a:

P 9—p
P2+ Q@) _ & T dEt ol

S(2) I‘I (z + wy)
k=1
) lag. 18 g .
ou U == o e " Uk = on € Wi = oy ™"

O =T Ry S K<, 0% <S<R.

q—p

log P(;):{; B Z log (z + w) + S’ log (z + v) —
k=1 *zl

s ,V' log (z -+ w,)

—-p 8
d | P(2)+0Q(Z)l [ \ MEREERSr RS 5
dd |alrg S (2) i Zz+uk /_.; 2+ v Zz+wk|
1 1

L’'inégalité (10) sera satxsfalte, si le maximum de cette expres-
sion est négatif. On a

p
—lak
max R' y zl:maxR{ Rle (Rle +0'”‘e )l ==
| <z + u ) . |R,e + o ek |* J
k=1 k=1
— max y R§+R1 O1k COS(‘ﬂ— Gk) N
""'Rx +@1k+2R191k cos(ﬂ—ak)
— 2 X Rf‘:‘Rl O1k COS((? —ak) —
k—1 Ri + ol + 2 Ry oy cOS (9 — ay)
\ ] Rl PR,
= — < = <
k>—1Rl — o Ri—r i R Y
De facon analogue nous avons
9—>r
[ R (P “‘_ ) Ry
maXRlLJZ“P".&] R, + K pour R} < K < gu
k=1
£
mleY1 E '> SR, <S<R

| iz twf = R+ 8 PO o
k=1
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De ce fait
d P(2) +aQ(2) PR, (@ — PR, s R,
. ey) e Cechm [T 7 g odls- — £
max g > $@ JSR—rT R+K R IS

L'inégalité (10) est donc satisfaite, st

‘ R] —r Rl + K R1 + St

En tenant compte de la condition R; < K, nous posons R; =iK
(0 <2< 1) dans l'inégalite (11) et, aprés avoir transformé cette iné-
galité, nous obtenons

a(Q)K> — BAK+7 = 0,

ou a() =(s—q)a*+ (s —p)
) =[s—q+pr+qSlitsr+pS
y=1(q—.p)7S

Les coefficients a(4), (1) et y sont positifs pour o << 1 < 1. L'expres-
sion de la valeur limite de K(4), pour laquelle cette inégalité est
satisfaite, serait assez compliquée. Nous simplifions donc en mettant

K (i) _#@) _[s—qtpr+qSlitrs+pS
W= (s — @i+ (s— pi

Pour obtenir un résultat final, le meilleur possible, nous choisis-
somns 4 (0 <1 < 1) de facon que K(4) soit le plus petit possible. Il est
facile de constater que K(1) est, pour 0 <1< 1, une fonction dé-
croissante, et R;(4) = 4 K(4) une fonction croissante. Donc le plus
avantageux est de prendre A —=1. Pour cette valeur 41 I'expression K
prend la forme

s+p

Ky — 28 —2qs+_p)(_1ri(gip_)_3, K(1) < S max {S,7]

En tenant compte de la condition Ry > S, l'inégalité (11) est
vraie pour

(12) R, =K = max{s, &= tpir+ @ +r)S)
; et 2s—q—p l

+qP
Ce nombre est inférieur a 2p max |S, Q, pQ -+ 4P|
s—gq | q—p |
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Nous substituons le nombre obtenu K dans 1'équation (4) au lieu
de N et déterminons m

2s—q—p
11 faut encore démontrer que R; > 7:

2s—qt+prt@+tpS___ 2prt+lq@tps
2s —q—p ) 2s—q—p

(13) m:min{(S—}—Q)’ @s—gtprtl@tps Q]l"‘v py?

R1=

Comme K>>r, le nombre m, déterminé par l'égalité (13), remplit
la condition (7).

Il résulte du raisonnement précédent que, si 'a' < m (le nom-
bre m est déterminé par 1'équation 13) et z= R;e"® décrit la circon-
férence | z | = R; dans le sens direct,

d [,rgP@ +aQE)| _

BT s@ | SO
c'est-a-dire l'argument de I’expression P ;—(a)Q( )decr01t d’une

fagon monotone. Donc le point correspondant a cette expression con-
tourne l'origine (s — p) fois dans le sens négatif. En méme temps

P(2) +aQ(2)
S(2)

point arbitraire —b au plus s—p fois dans le sens négatif.

le point qui correspond a l'expression contourne un

Nous passons au polynome de la forme (9). Si la!< m, et si
z décrit dans le sens direct la circonférence | z!=R;,

R —max |5, @8 =9 DT+ @+ PS| |
l Syl G P |

jusqu'a 27s, et en méme temps 1'argument de

argument de S(z) augmente
P(2) +aQ(2)
S(z)

nue jusqu'a 27(s—p) au plus. Ainsi "argument du produit de ces
expressions augmente jusqu'a 22p au noins.

~+ b dimi.-

Nous avons donc démontré que dans le cercle

[s,@s—atpr+(a+pS]

z| < R, = max
| 1 l 2s_q_p l

il y a, pour |a| < m, au moins p zéros du polynome P(2) -+ aQ(z) +
+ bS(2).

Cas IL. |a| > m (le nombre m est déterminé par 1'équation 13).
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Le polynome P(2) + aQ(z) a p zéros au moiis dans le cercle

z| < r, r=max [Q,in_—qf',

|7 a—p |

dépassent pas en module le nombre M, que I'on obtient en mettant
le nombre m déterminé par I’équation (13) dans 1’équation (1)

tous les zéros de ce polynome ne

P

e Pl (2s—q+p)r+(q+ ]+Ql ( ) «=p_ qQ +PP,

i 25 —q—p f \p q—Pp

p =
m < Lo S, oe il ], 5 /Q)q—" L 99t PP,
ls—q [ ® q—p |79 {p, q—p
Nous supposons que 2z décrit la circonférence |[z| = R»
(R: > S, R2 > M) dans le sens direct. Le nombre R. sera déterminé
P(z) +aQ(2)

de maniére que l'argument de -~ décroisse d’une facon

S(2)
monotone, c'est-a-dire que l'inégalité (10) soit satisfaite.

En raisonnant comme dans le premier cas, nous déterminons
_qR: sR,

le nombre R» a partir de I'inégalité e i
RimM Rts8 " < 0, qui donne
sM+4qS
127 5 g
Ra> M et M > S, donc, dans les cercle |z| <Ry, R, =sﬂgig_s
il y a, pour la| > m, q zéros au moins du polynome P(2) 4+ aQ(z) +
+ bS(2).
En combinant les résultats obtenus dans les cas I et II nous
voyons que dans le cecle |2/ < R, R= s_l\:;—t;_s’ il se trouve p

zéros au moins du polynome P(2) + aQ(z) + bS(z), les coefficients a
et b étant arbitraires.

§ 2. Nous allons déterminer la limite exacte du module d’un
certain nombre de zéros dans un cas particulier du polynome P(z) +
+ aQ(z) + bS(2).

Théoréeme II. Si P et % sont des nombres réels, et p un nombre

naturel, le polynome

(14) (z + Py + a2’ ™ + b2 T2
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a p zéros au moins ne dépassant pas en module le nombre

h alip H )+ '231’_‘1’: Dip,

et cette limite supérieure est atteinte !%)

Démonstration. Si le polynome (z + 1) + az° + b2’
(p < q@ < s) a p zéros au moins ne dépassant pas en module le nom-
bre Ri, qui est indépendant des coefficients a et b, le polynome

(1) (E+1) reE(E) +oE(2)

. z y ; . f "
de variable p @ aussi p 2éros au moins qui ne dépassent pas en

module le nombre R;. %"‘1 < Ry, donc iz, | < R, |Pl, pour k=1,

2, ..., p. En multipliant le polynome (15) par P”, nous obtenons que
le polynome

(15°) (z + P)® + a2 + bz’

a p zéros au moins qui ne dépassent pas en module le nombre
R=R;|P. Si nous posons dans le polynome (15) g=p + 1,
s =p -+ 2 nous obtenons le polynome (14).

10) Le polynome (z + P)? + az? + bz! a deux zéros au moins ne dépassant

pas en module le nombre (3 +]/ 3)| Pl
R. Ballieu — Limitations en module et localisations des zéros des
polynomes (Bruxelles, Marcel Hayez. Imprimeur de I'Académie Royale de
Belgique, 1936, théoréme XV, p. 66) a établi le théoréme suivant: Le polynome
a+az+ -.. -’f—apz"-’f—anl 24 ... Fangzkap#F0,p < n, < ... < ny)

ou ag, @ ,...,@p, @p, Ny,...., N, sont fixes, a toujours un zéro dans tout
domaine circulaire fermé, dont la circonférence passe par l'origine et par un
zéro au moins de l'équation

k k k
ao{{_lln,- + a, zlyl(n. —1)4....+ap z"lIIl(n,- —p) =0

Ce théoréme montre que le polynome (z + P)2 + az3 + bzd (p = 2, k = 2,
ny = 3, ng = 4) a au moins un zéro dans le cercle, dont la circonférence passe
par l'origine et par le point — (3 — |’ 3) P ou par le point — (34} '.”3) P.
Done, un zéro au moins du polynome (z + P)* + az® + bz! ne dépasse pas
en module 'un des nombres (3 + '/3)|P'ou @ — ) 3) P}
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11 suffit de déterminer le nombre R;, qui est la limite supérieure
du module de p zéros du polynome

(16) (z + 1)° + a2’ + b2".
Nous écrivons le polynome (16) sous la forme
1 p
(16) z"(zﬁ_" s %) e e+ 0
) zq(z‘—“ - b )

Nous distinguons trois cas selon le module M du nombre -;-

(g)=4) °
() <m

—si % +gq

—(s—p) 2" + (q—p)

—a_P(s—q)(s—q—1)+2q(s—p)—(s—q)} p*(s—q—1)* +- 4pq(s—p)
2s(s—p)

ou R,=

q et s sont des nombres naturels (p < q <s); peut étre un nombre

complexe,

A\ q S
1I. R,“q<M<(%) ot q=rp + i, s=p+2,§ est un nom-

bre réel.
III. M < R, ol q et s sont des nombres naturels (p < q < s),

b peut étre un nombre complexe.
= M e'® et cherchons un nombre R

z+1)
29(z¢9 —{—%)

diminue d’unc facon monotone, quand z = R, e'* décrit la circonfe-

Premier cas. Nous posons

o'|a

(1<Ry <*9)M), tel que l'argument de f(z)= -

rence |2/ =Ry, c. a. d. dd Iarg f(Z)l <0.

dd | J
il f’ (@) R SR e i Nhei 2
a0 largf(z)}_R z),(z)’ R|Pz+1 qg—I(s—gq)
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he AN e Mie T 1 aj
— l iy |2
Rl e + I
R s—q J(s—q) .9[R s—q —x (s—q) o + Me ._lan

—q—(s—q) les_q '(’_‘I)"—f-Mef“ I=
R, + cos?
=PRiR* 1 1T 2Rcos®
L R, 9+ Mcos[(s—q) ¥ —a]

—q—(s—qgR - — =
E v R ™ M2+ 2R,*"" M cos[(s— q) 9—al

Nous déterminons le maximum de cette expression
Ry + cos PR,
il | PRiRET1 1 2R, cosd | Ry,—1» Pourd=a
- R+ Mcos[(s—q)#—ad] |
RI“7P4+ M2+ 2R, "Mcos[(s —q) i —d] eyt

min { (s— q) R,

=—(iﬁi):{ils:, pour cos [s—q)? —al=—1
- 1y
d

dﬂ{argﬂ). p_@l _+.(S_Q)R1

l R =31 M— Rls_q

L’argument de f(z) diminue d’'une fagon monotone, quand
R . g
(17) =py o (s—aqRy ~ _

Rl_l_quﬂ—_R,“"'_\o
=y _ s—q
(q p)Rl+g_+_(s q)Rsl— go;
R,—1 M—R,"?

de la nous obtenons la condition nécessaire pour R;

—(@q—p) R + ¢ <0, Rl>_qip
En tenant compte de la condition R;""Y<M nous posons

R,=}.s_ng (<1<
pl VM (s—aq) 2 'M _
T
pI"YM _—si 'tg
ATyM—1 " 1=

<0

Le membre gauche de l'inégalité obtenue est positif, donc

s—q q
A < -
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G —si '+q s—q _q—P
(18) VM= -5 pour 1 "<
VM= e—pi™ + @—p1 $—P
Ainsi l'inégalité (18) est satisfaite pour 0 <<i' '« g_—_—}; Nous

remplacons dans (18) le signe = par — et déterminons i de sorte
que L—?--"M soit le plus petit possible. Nous obtenons le minimum de

la valeur '_f-/M pour
(19)

_pls—q)s—g—1)+2q(s—p)—(s—q) )P’ p?(s—q—1)? + 4pq(s—p)
2s(s—p)

On peut montrer que le nombre obtenu satisfait a la condition
B2 e 2 SR
s—p
En posani R, =i.'_‘i M nous revenons a la valeur R; et nous
obtenons

(200 Ry= l/P(s—q_—1)2+4pq(s—p)_p(s_q_l) s
Vp*s—q—1)*+ 4pg(s—p)—pls—q+1) S—P

On peut constater quc le nombre obtenu R; est, pour p > 1,

. q s (ingj s
lus petit que . . Sip=1, R, = ——
plus PEt Q¢ g s—p 4 '“q—p s—p
s—q
Ainsi, si M = (1:‘) et z décrit la circonférence |zl = R; dans

le sens djrect, d' {arg f(z)} < 0 et f(2) contourne un point quelcon-

que — b au plus (g — p) fois dans de sens négatif, et 1'origine —
exactement (q— p) fois dans le sens negatif; l'argument de

(z+1)
s

temps, l'argument de zq(z'hq -+ %)augmente de 2x7q. Ainsi I'expres-

+ b | diminue au plus de 2(q—p}z et, en méme

sion (16°) contourne l'origine ¢ — (¢ — p) = p fois au mois dans le
/R \39
sens direct., Pour M = {T’J le polynome (z + 1)? -+ az? + b2*

a p zéros au moins dans le cercle z| < R;.
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Deuxiéme cas. Dans le cas précédent nous avons montré que

P bl . .

1) et z décrit la circonférence
|z] = R, dans le sens direct, 1'argument de f(z) diminue d’'une facon
monotone (fig. 4) et 'expression f(z) contourne l'origine (q-— p) fois
R
i
intervalles de la valeur de ¥, dans lesquels ary3 f(z) augmente.

si M est assez grand

M};'(

—q
dans le sens négatif. Si R;59<M <( !) il peut exister des

Fig.4 Fig. 5

La fig. 5 donne la représentation de la circonférence |zl = R,
au moyen d’une fonction quelconque f(z). Le point f(z) décrit la
courbe en contournant l’origine dans le sens négatif, mais arg f(z)
ne diminue pas d'une facoen monotone.

Nous alions déterminer exactement I’allure de la courbe

L '

f(z)=—£—l-}T dans le cas, ol g=p L1, s=p-+2 et g
—q , @ -

2 (" b)

est un nombre réel.

Pour cela nous étudierons la variation du module et de I'argument
de f(z). Dans le cas considéré

=t

(z+1)"
ZVtm
En remplacant q=p + 1, s=p -+ 2 dans les équations (19)
et (20) nous obtenons les valeurs 4 et R; pour le cas étudié

fl2)= s——q=1,R,<M<}§'

, 2+t 1)—¥Y2p(pt+1)
(199 g 2p+2)
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2p+ 1)+ V2plp + 1)
2 ’

(21) R;=3p+2+2l'2p(p+l)

(209 Ry = d’ici

Supposons que la ocurbe décrite par f(z) soit I'image de la circon-
férence |zl=R; obtenue au moyen de ia fonction f(z), et que la
distance d désigne la projection rectangulaire du vecteur de la vitesse
au point f(2) sur le vecteur f(z).

io
z==R; e ¥

iz fiz)
f(z) =iz {'(2) est le vec- '
teur de la vitesse,

w =arg [iz[(2)] — arg f(2)

d=lizf(z)/ cosw est la
projection rectangulaire du vec-
teur de la vitesse sur le vec-
tur f(2)

izf(2))

R{ i@ |
iz f'(2)
f(2)

— | =1§@)|: rlie TR —— I ACA
izf @] =l1@| Rjiz Lo =—1f @)1}z

| " f (2 |

Si if(z)! atteint son maximum. I | ;——;ll 0 et change le signe

1y 4,1, 1@)
en +, c. a. ddﬂll ﬂ)|>0

Si If(z)i atteint son minimum, 1!z ;—— =0 et change le signe

|

2|
- |, 1)

#, en «—, ddo! f()l<0

Nous commengons 1'étude de la courbe décrite par f(z) en déter-
minant les extréma de [f(2)I.

ff(Z)} ([pRie®Rie™ +1)

R] em (Rl e—m i M)l
1 e Ry’ +1[ :

|R1ei"ij[2 ’

—p@+1)—

4 Annales
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@\ _

Les zéros de l'équation I {zf(z” C déierminent les extréma
de [f(2) .
p R, sin 9 === R, M sin ¥

RE+1+2R,c0os0  RE+M + 2R ,Mcosd 0

ainsi nous obtenons

(22) sind [+ 2(p— 1) RyMcos? +p (R + M)+ M(R2+1)]=0

a
— = — M, nous prenons

. a ) . e
Si 5 M, nous prenons le signe supérieur, si 5

le signe inférieur (M est un nombre posiiif).

L’équaticn (22) a pour 0 << ¢ << 2=z au plus quatre solutions pour
les valeurs suivantes de #:
#h =0, 9, = a, J; et 9, (si elles existent), qui satisfont & 1’équation

+ MR2+1) — p(R2+ M?
+2((p— 1) R M

(23) cos ¥ =
Si p=1, il y a deux extréma de If(z)| pour # =0 et # =a.

Sip=> 2 et—g=—M, il y a deux extréma de If(z)l, parce que

—M(R12+1)_P(R12+M2) S 1
—2(pP—1)R M

a

Sip>2etb

=M, il y a quatre extrema de [f(2),, quisqu'on
a l'inégalité
=y M (R +1) — p(R,® + M?)
20— 1R M

<1

En transformant l'inégalité

o M@®RI+D) — p(R + MY
i 2(p— 1) R M

nous obtenons
(24) pM*—[(R,—1)2+2 PR1]M+PR12<0

Cette inégalité est satisfaite pour M = R;. On peut la mettre sous
la forme
pM — R — M(R, — 1 <0
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et, en remplacant M par — (— est délerminé par la relation 21\ le
membre gauche de l‘inegahte s’annule., Donc l'inégalité (24) est
satisfaite pour Ry <M < -I:'

Nous montrons ensuite que
M (R + 1) — p(R® + M?)

Ll 1 <Ll
20— DR M

En transformant cette inégalité nous obtenons

(25) PM? — [(R1 + 1)* —2p R1] M + pR1* > 0

= (Ry + 1)2 [(R1 + 1)2 — 4pR,]. Cette expression est négative, si
(R1 4 1)2 — 4pR, < 0.

20+ 1)+ 2pp+1)
2

En remplacant Ry — et en transformant nous

obtenons l'inégalité
—p(P—1)—4(P>—2)—2p—2)y2p(p+1) <O,
qui est satisfaite pour p = 2.
11 en résulte qu'il existe toujours quatre extrema de |f(z)| pour

R<M<R‘ C=Metp>2

Pour déterminer le genre l'extrémum de |f (2) | nous étudions,
conformément au raisonnement de la page 49, le signe de l'expression

[, FN

(26) Il 72
,[ il R (R,2+1)‘005e}+2R,__R M(R,"’+M2)cos0i2R,M
a9 |’f@ " P RE+1+2R, cos 9 T R+ ME - 2R, Mcos 9)?

pour les valeurs 3 correspondant aux extréma de |f(z)I

. a . - T !
Si b= M, nous prenons le signe supérieur; si;- = — M, nous pre-

b
nons le signe inférieur (M est un nombre positif).

Pour déterminer la variation, de I’argument de f (z), nous étu-
dions le signe de la dérivée de arg f (2) pour les extréma de | f (2) |,
a | | g [, 1@ _
27 i3 larg f(z)’ =R lzf(z) =

R Ry + cos & (1) —R R, + Mcos ¢
=PMpT 11 2R cosgd P TYTMRTIMT+ 2R, Mcos#

4°
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Arg f (z) augmente, si R | -(Z)I > 0, — diminue, si R ’ flz )‘
“fz )| .f(z)[
L'etude de la courbe decnte par f(2) sera faite dans quatre cas
particuliers:

a
1. p=1, b_M
a
3. p>2, %=M
4. p>= 2 %=—M.
Cas 1 1 MR—sf(z)—L'Ll L 3<M<9
9 p’—:b_ ’ 1 — > -(Z'{‘M}

Nous avons constaté a la page 50, qu'il y a dans ce cas seulement deux
extréma de |§(2)| pour 9 =0, a.

Nous démontrerons qu'a la valeur ¢ = 0 correspond un minimum
de | f(2) |. Pour cela, nous posons # =0, p =1 et R; = 3 dans I’équa-
tion (26).

d 5@ 3M 3
= S (M — 1) (M —
Y| = 16~ @ ME = G M~ DM —9)
Nous obtenons un minimum de | f (z) |, parce que I'expression obtenue
est négative pour 3 < M < 9.

Nous démontrerons qu’ a la valeur # =z correspond un maxi-
mum de | f(2)I.

EAYEERRER - T, 3M 05 Lo lauE) o wRL
dﬁIl f()]—' 4+(M—3)2 4(M—3)*(M 1) (M—9)

Nous obtenons un maximum de | f(z) |, parce que 1'expression obtenue
est positive pour 3 <M <9.

Nous allons étudier maintenant la dérivée de arg f (z). Pour cela.
nous posons p = 1 et R; = dans I’équation (27)

d () = 3 3 + cos # —9__3 3+ M cos ¥ =
g 28 F @ =3 [0 s s 9+ M? 4 6 M cos ¢
72 M cos® 9 + 3 (3 M2 + 32 M -+ 45) cos & + (11 M? + 189)

2(5+ 3 cosd) (9 + M* + 6M cos)

L’équation :0 larg f(2)] = 0 posséde quatre racines au plus.
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Nous démontrerons que dans l'intervalle (0, 2 z) il y a deux
racines de cette équation. Nous posons cos # = x

=

llf_il_m i farg f(2)} = — 2

d M —12M+421 9—M

ap 1€ T@ == T om—a —am—3 "

pour 3< M <9
d d
a9 {arg f(i’-'”x ) <0, 33 {arg f(Z)}‘=l <0

. d
o 53 larg f(2)} = — 2

Il en résulte qu'il y a dans l'intervalle (— o0, — 1) une racine
de I'équation

72M2* + 3(3M* + 32M + 45) x + 11 M? 4 189 = 0,
I'autre se trouve dans l'intervalle (—1, 0). Donc il y a, dans l'inter-
valle (0, 2z), seulement deux valeurs ¥, pour lesquelles

d
a;;larg f@2)} =o.
Si #=0 (x=1), I'argument de f(2) diminue, parce que

dd,'} {arg f(2)} < 0. Si $ =0 (x = — 1), I'argument de f(z) augmente,

parce que ddfi {arg f(2)} > 0.

Les poinis d’intersection de la courbe décrite par f (z) avec l'axe
réel sont déterminés par ia relation I{f(z)} = 0.

I[ 3e'-"+1 l=0
|9etz.s 3 em+M)l
119 +3Me " +3e ™+ Me ) =0
sin ¥ [12 cos?# +2(9+ M) cos 9 +3(M —1)] =0

Nous obtenons les points d’'intersection de la courbe décrite par
f(2) avec l'axe réel, si 3 =0, n, Py, ol #o satisfait & 1'équation

— (9+ M) +yME—18M + 117
12
— 9+ M)+ )M —18M + 117
12

Donc il y a, dans le cas étudié, quatre points d'intersection de la
courbe décrite par f (z) avec I’axe réel.

cos Uy =

Pours<M--{9ona —1 < <0
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Table des valeurs de la fonction f (2) = 5ot -
aple S S —22(Z+M)’|z|=3
M=3 M=4 M=5 M=9

3] 0 ‘J! /A 0 x By 0 n ihy 0 E —
e o g W
® |— = —0,079/—0,049|—0,074|—0,06 | 27 Y] —

f(2) 0,0741 0,09 [0,064|—0,222|—0,079|—0,0 0 Wl e

Dans ce cas
1
I |f(2)l = const == E'i

z2+1

Tableau de la fonction f (2) =

Fe+m-lzl=3

Fig. 7
La fig. 7 est une représentation de la fonction f (z) pour différen-
tes valeurs de M. L’argument de f (z) diminue d'une facon monotone
siM= }E' =9. Dans le cas ot 3<< M <9, la courbe décrite par f(z)

se compose de deux boucles. Une de ces boucles contourne 1'origine.
Sur la boucle, qui ne contourne pas 1'origine, il y a deux points ol

d(fg{arg f2)) =o.
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Mais dans l'intervalle (0, 2 ) il y a seulement deux racines de
I’équation :j {arg f (2)} = 0. Donc la courbe tracée par f(z) ne peut
avoir d’autres boucles que celle de la figure, car sur chaque boucle
qui n'entoure pas l'origine, il y a au moins un point ot a9 {arg f(2)}=

|

Si I'on met M = 3, la valeur de f(z) sera infinie pour # — .

a z+1
Cas2_p_1,b_—M, Ri=3, f(2) = Pa—1D" ,3I< M<K,
Nous avons constaté, a la page 50, qu'il y a dans ce cas seulement

deux extréma de |f(z)| pour 9 =0, z.
Pour la valeur 3 =0, nous obtenons un maximum de | f (z) |, car

l'expression

pl,f@ 3, 3M

ow ] f@) 16 ' (M — 3)

Pour la valeur ¥ = z nous obtenons un minimum de | f(z) |, 'ex-
pression

est positive.

etant négative.

,{ fen _ 3 3

i@~ & M+

Maintenant nous allons étudier la dérivée de arg f (z). Pour cela
nous posons p=1, R; = 3 dans I’équation (27)

. 3-+cosd 3 — M cos ¥

_d‘ f (2} =— — 2 —
gp '8l @I =315 g 9 2 T M — 6M cos ¥
72 M cos*¥ — 3(3M?> — 32 M + 45) cos ¥ — (11M2+189)

. 2(5+ 3 cos 9)(9 +M* — 6M cos )

L’équation (%, {arg f(2)} =0 posséde quatre racines au plus.

Nous démontrerons que dans l'intervalle (0, 2xz) il y a deux racines au
plus. Nous posons cos ¢ = x

. d 1wy
lim oglarg f2)) = — 2,
d M 412M+21 . M+9
d,'){argf(z)},,:_l— oMt a3~
d
av larg f(Z)Ix=o <0,

5M* —42M +81 _  5M — 217

d
b e . (T
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; 227 d

Siz3 <MK 5 a,?’,{argf(z)}x=1>0
T 22wyl =
SiM=~+, 0 {argf(z)}x=l—0

.27 d
Si - <M<Y, @{argf(z)}x__l<0

: d =
lim =5 larg f@@)) =—2.
| 27 . 3 . )
Sizg<ML 5 il y a dans l'intervalle fermé [0, + 1] une racine
de l'équation &cf_, larg f(z)] = 0. L’autre se trouve dans l'intervalle

cosf=x
(— oo, —1), car aux extrémités de cet intervalle la fonction

a4 |arg f(2)} prend des valeurs négatives, a son intérieur,
dd cos ¥ =x

5 . 2 . P
au point x = — 5 il y a un pdle de premier ordre. Il y a ainsi dans
I'intervalle (0, 2x) deux valeurs de ¥, pour lesquellesgy{arg f(2}=0

Si 352 <M <9, il y a dans chacun aes intervalles (—oo, —1),

(1, o0) une racine de I’équation (—f—’ {arg f (2)} = 0, car aux extré-
1 cosd =x

mites de ces intervalles la fonction d‘{-’ {arg f (2)} prend des va-
COSd=x

2

leurs négatives et a l'intérieur, aux points x = — % et x = = :134

il y a des poles de premier ordre. Ainsi dans I'intervalle (0, 2 7), il n'y

a pas, de racines de l'équation &d {arg f (2)} = 0. Dans cet intervalle
V4

d
on a d;.}-{argf(z)} <.

Sid=0(x=1)et3<<M <—25—7, arg f (z) augmente, car

d
35 larg f(2)} < 0.
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Sid=0(x=1)et % <M <9, arg f(z) diminue, car
d
gg i f@ <o.

Si ## = a (x = —1), arg f (2) diminue, car on ags {arg f(2)} <o0.

Les points d'intersection de la courbe décrite par f (z) avec I'axe
réel sont déterminés par la relation I {f (z2)} =0

| e b |
I e +1) s
i29 =5
lo ¢ *@e —M)I
. - —i -
Floet e M #Be  —Me 1—=a

l J
sin # [12cos 29 +2(9 — M)cos? —3 (M+1)] =0
Nous obtenons les points d'intersecticn de la courbe décrite par
f (2) avec I'axe réel, si # =0, z, ¥y, ou &, satisfait a I'équation
— 9 —M+yM+18M+117
12

/7 '
Pour 3<M < 27 on a0 <—(9—M)_+;2' M2+.18MT_11_7<1

2
Doncilya,pocur3 <M < %7, quatre points d’intersection de la courbe

cos ¥, =

décrite par f (z) avec 'axe réel.
Si M= ?511.1 y a deux points d’intersection avec l'axe réel, I'un
d’eux étant triple,

Si = <M <9, il y a deux points d'intersection avec l'axe réel.

. z2+1
Table des valeurs de la fonction f (2) = e oy 2| = 3
z— M)’
I Sl T M=4 M=54 M=09
|
- . . [P
J \ 0| = /A 0 n %o 0 53 o 0 T
l R O SN | W)
T o TR =5 = -5 =
0o — = = iy ,026 21 |0,074/0,019/—
f(z—) |0,037 0,157I 0,445 0,032| 0,168 = Mg 0026 27 N |
z+1

Table de ia fonction f (z) = =T

2 (z (z—
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La fig. 8 représente la fonction f (z) pour différentes valeurs de M.

. 2 gl
Si ?7 < M < 9 largument de f(z) diminue d’'une facon monotone.

Si3 <M <25—7. la courbe décrite par f(z) se compose de deux boucles.

Fig. 8

Sur la boucle qui ne contourne pas l'origine, il y a deux points ou
d

dv

{arg f (z2)} = 0. Mais dans l'intervalle (0, 2 ) il y a seulement deux

racines de l'équation ddﬂ {arg f (2)} = 0. Donc la courbe décrite par

f (2) ne peut avoir d’autres boucies que celle de la figure, car sur cha-
que boucle qui ne contourne pas l'origine il se trouve au moins un

point ol é—iﬁ {arg f(z)} = 0. Si i'on fait M = 3, la valeur de f(z) pour

J = 0 sera infinie.

a_ wellian £ i, 8
Cas 3.p = 2,5 =M, f(z = Pt |2l = Ry,
2 T —_
R, = Z’—(R—l)--zip-(p T gy o VBT D,
R,<M<-RZ‘-_

Nous avons constate, a la page 50, qu'il y a dans ce cas quatre
extréma de | f(2) | pour ¥ = 0, 7, ¥; et 9, ot I et I, satisfont a l'équa-
tion
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. . M(R2+1)—P(R’+M2)
(23) T 2@ —DRM
Nous démontrerons qu'a la valeur # =0 correspond un maxi-
mum de | f(2) .

i,[_,f'(_Z)]z_pR. — R, M —
P f@f T R 1 (R + MY
R,

= (R, S 1 (ML RP {(®M + R,)* — M(R, + 1)?)
Cette expression est positive, si p(M -+ R1)* — M (R1 + 1)2>0, ou
(25) pM?* — [(R, + 1)* — 2pR,| M + pR} > 0
Nous avons démontre, a la page 51, que cette inégalite est satisfa-
ite pour chaque valeur de M.
Nous démontrerons qu' a la valeur J = n correspond un maxi-
mum de | f (2) I

‘g_llzf'(zn:__ PRl . RIM_:
dé " | f(2)} (R, — M — R,
R
= (R — 17 M — Ry)? \— P(M — R + M(R, —1)%}
Cette expression est positive, si —p (M — R1)? + M(R; — 1)2 >0, ou
(24) pM?> — [(Ry — 1’ + 2pR,] M + pRi < 0

Nous avons démontré, a la page 51, que cette inégalité est satisfaite
pour Ry < M < % .
Nous démontrerons que chacune des valeurs @3 et ¥4 correspond
a un minimum de | f (z) |. 93 et ¥4 satisfont a ’équation (23°).
| f@\__p (Ri+1)cos?+2R
& =D 3 2 T
d1) f(2) (Ri + 1+ 2R, cos #)
o (Ri+M)cosd+ 2R M
(R} + M® + 2 R, M cos ¥)*

Suivant 1'équation (23°), nous oktenons

T 1

M
K+ M +2R Mcosd = o (RE+ 1+ 2R, cos #)

g (Ri+1) cos & + 2 Ry

1 i

2) |
@) " (R4 14 2R, cos 9’

f
P*R, (RE+M*) cos?+ 2R M
M (R} + M +‘>R,Mcos0)
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__ 2p(@— 1R IM(Rf+1)—pmf+Mi)cosﬁ_l}=
(RZ+1+ 2R, cos 9)° | 2(p—1)Ri M
2p(e = DR _ oy

n (RE41 —}—2R,cosz9)z

Nous obtenons pour les valeurs #; et #; des minima de |f (2)|, car
I’expression obtenue est négative.

Nous étudions maintenant la dérivée de arg f (2). D’apres 1'équa-
tion (27) (sigi:e supérieur) nous obtenons
Ry +cos
R}+ 1+ 2R, cosd
R; + M cos ¥
R’+M2+2R,M cosd
aq + a; cos # + a, cos®
(R’+ 1+ 2R, cosd) (R2+ M+ 2R; M cos®H)’
oua,=—2(p+3)R}M.

d p
iglarg f@ = pR,

—pP+1)—R

L’ equatxon g {arg f(z) } = 0 posséde quatre racines au plus. Nous

démontrerons qu Ll y a, danrs l'intervalle (0, 2 =), deux racines de cette
équation. Nous posons cos #=x

lim & farg fa) = — @19

X =» — 0O at 2

d 24l per L R, o
gplaef@ = B, PtUty =

1
= =1 (R T & oy AP 2R = o+ AR =

_ V2P(P+ 1) (2R1 \|'=: Vzp(p-f- 1) (1_2_1_..\'
~ 2(R,—1)(M—R) \p+1 M) 2(Ry—1)(M—Ry) /

Cette expression est positive pour Ry < M < RT

d PR | Ri
— = ———— = 4+ 1) — — » —
dl} largf(z)}x= Rf’*_l (p r ) R¥+M-

R +p+1 R?

RZ+1 ~ R M
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d{,largful :: fl (P+1—R—1—R+1M=
— +p+ R]_
R+1 R, +M
p+3_

. d
lim 5 larg f@) = — P

Il en résulte qu’il y a, dans l'intervalle (— o0, —1), une racine de
I'équation a, + a1 x + a» x> = 0, 'autre se trouve dans l'intervalle
(— 1, 0). Donc il y a, dans l'intervalle (0, 2 z) seulement deux vale-

& {arg f (1)} =0.

Si $=0 (x=1), l'argument de f(z) diminue, car
{arg f(2)} <0.

Si 4 =2 (x = — 1), I'argument de f (z) augmente, car

d
75 {arg f (z)} > 0.
Nous démontrerons que 1'argument de f (z) diminue, si ¢ = ¥;, ¥,

d ) _d R] +COS !?__
a’ {argf(Z)} —pRl Ri+1+2Rl cos 9

R, + M cos ¥
R2+M2+2R,Mcosz9

urs ¥, pour lesquelles

d“

—(pp+1)—
— R,

Nous posons RZ + M* + 2 R, Mcos{)=% (R2+ 1+ 2Ry cos 9)

d 3 Ry + cos ¥ iy 85
5 lare f@)) = p R, R? 1} 2R, cos ¢
—(pt+1)—PRi, RitMcosy

M "RE+1+2R cosd
pRRM—1)—(p+1)(RE+1)M—2(+1) RyMcos ?
o M (R?+1+ 2R, cos )

Cette expression est négative, si
PREM—1)— (p+1) (R? + 1)M — 2(p+ 1)R M cos} < 0
Nous posons cos ) = M(Rl +});1LR¢M) et, apres une
2(p —DRM
transformation, nous obtenons

o+ — (M —5) <o, on

I —3p+2+2)2plp 1)
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Cette inégalité est satisfaite pour 1< M < R' et aussi pour
A

R <M<}—:—‘, car on a Ry > 1.

x
I
Fig 9
La fig. 9 représente la fonction f (2) = _+1)"
27 e+
2| =2+ 1)+§1/2p(p+ D, pour Ri<m< B

La courbe décrite par f (2) est symétrique par rapport a I’axe réel et
se compose de deux boucles. Sur la boucle, qui ne contourne pas 1'ori-

gine, il y a deux points ol ad; {arg f (2)} = 0. Mais dans l'intervalle

(0, 2 =) il y a seulement deux racines de 1’équation di': {arg f (2)} = 0.
v

Donc la courbe décrite par f(2) ne peut avoir d'autres boucles que celle
de la figure, car sur chaque boucle qui ne contourne pas l'origine, il

y a au moins un point ou -d% {arg f ()} =0.

P
Cas 4. p = 2, =—M,f(2)='zp_+&:_(:—l_)iM}s[zl=Rl

A cr|n

20+ 1)+ V2p(p+
2

Nous avons constaté, a la page 50, qu'il y a dans ce cas seulement
deux extréma de if(z)| pour =0, z.

=2l iR!
R = )1

=3p+2+2y2p(p+1), R1<M<
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Pour la valeur 9 = 0 nous obtenons un maximum de | f (z) |, parce
que l'expression

,(f(zn RR . RM

| f@2f (R,+1)z ¥ R, =E nj. (/Est Posiiye.

Pour la valeur # = n nous obtenons un minimum de | f(2) |, car
l'expression

{ f@\ _ PRy Ry M

f(2) ' (R, — liE (R, + M)? est négative.

Nous étudions maintenant la dérivée de arg f(z). D'apres I'équa-
tion (27) (signe inférieur) nous obtenons

d N R, + cos &
Fr larg f (2)} = p R, R2+1+ 2R, cos &
—(p+1)— e

R gy M*— 2R Mcosd
be + by cos & + by cos® § )
— 3 2 .
= (R 1+ 2R, cos 9) (R T ME—2 R, Mcos9)’ ° 02— 2P T KiM

L’équation % {arg f (2)} = 0 posséde quatre racines au plus.

Nous démontrerons que, dans l'intervalle (0, 2 z) il y a deux racines
au plus. Nous posons cos #=r.

i a p+3
lim . a,b,{arg f(z)}=__2_

X - —
d PR R
Jo1ar8 f(z)}x=—1=ﬁ,;_li_(p+1)_M+1R1 =
—(P+1)_ R, )
R, — 1 R, + M

Cette expression est négative, parce que Ry > p + 1

d p R Ri
aolorg 1)) =gy @Dt =
~Rtptl . R
o R 1 R? + M?
R, R
adﬂ{arg j(z)} _Rp+1 (P+l)‘1 IR-lz

R|(2R1+p_+2)—M(R;+p+_l)
(R, + 1) (M—Ry)
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R1(2R|‘_*'P+2)

Cette expression est positive, si R M ;
p p <M Rl 2peeil

R (2R, +p +2)

nulle,si M= Ri+p+ T et négative, si
RARLDED B

li'.“m&%:i{arg ja)) = — 252

dd_ﬂ{arg f(?-')}=:*:°°, si xz_mz_;;TI’R;;:x-z

Ri2R, +p+2)

SiRi<M <
P R iy D030

il y a dans l'intervalle fermé

[0, +

=0,

cos ¥ = x

L’autre racine se trouve dans l'intervalle (— oo, —1), parce que

aux extrémités de cet intervalle la fonction (%_} {arg f(z)} prend
cos 9

des valeurs négatives et a l'intérieur de lintervalle, au point
Rz + 1 A . 3 . LK)
X=— _-2'_R -— il y a un pole de premier ordre. Il y a ainsi, dans l'inter-
1y
valle (0, 27), deux valeurs de # pour lesquelles c’Td:'} {arg f(z)} =0.

Ry (2R, +p +2)
Ri+p+1

valles (— oo, —1), (1, ©©) une racine de I'équation

Si

<ML _Ii_, il y a dans chacun des inter-

bo+blx+b23§2
(R2+1+2R x) (R} + M* — 2R Mux)

=)

car aux extrémités de ces intervalles la fonction prend des valeurs

, . : : Ri+1
négatives et a l'intérieur, relativement aux points x=— 2R,
1
Rz + . - . . . L]
et x= —2—R , il y a des poles de premier ordre. Ainsi il n'y a pas,
1

dans l'intervaile (0, 2z), de racines de I’équation :—ﬁ {arg f(2)} =0.

Les fig. 10 a et b sont des représentations de cette fonction.
Rl (2 Ri+p+ 2)

Ak S B |

—<M < I’argument de f(z) diminue d’une fagon
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Ry+p+1
se compose de deux boucles. Sur la boucle qui ne contourne pas I'ori-

monotone. Sj

, la courbe décrite par f (z)

gine il y a deux points ou fi% {arg f(z)} = 0. Mais dans l'intervalle

(0, 27) il y a seulement deux racines de 1'équation g;‘){arg f(z)} =0.

y
flzl,., X
Fig. 10a
L}
f(zb.,% 0 Pz ~ X
Fig. 10b

Donc la courbe décrite par f(z) n’a d'autres boucles que celle de
la figure, car sur chaque beucle qui n'entoure pas l'origine il y a au

moins un point ou ‘%,}{ arg f(z)} =0.

S Annales
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Ainsi nous avons démontre que, si g=p+1, s=p + 2, ‘—; est

un nombre réel, Ry <M < % et z décrit la circonférence |zl = R,

dans le sens direct, f(z) contourne le point arbitraire — b au plus
(p + 1) — p=1 fois dans le sens négatif (I'origine — exactement

une fois dans le sens négatif). En méme temps 1'expression z° (z + »E)

contourne 1'origine p 4 1 fois dans le sens direct. Ainsi 1'expression

(241
24 (e 45) z’j( b)

contourne l'origine au moins (p + 1) — 1=p fois dans le sens
direct. Donc le polynome (z+ 1)’ + a2”™* 4 bz"™* a p zéros au
moins, dont lec module ne dépasse pas le nombre )

_@p+1)+Y2p@+ D 4 g <2
2

R,

— P .
Troisiéme cas. '\ <R, fa =_@FT1D (Ry est dé-

qf s—9, &

Zil wahi b)

terminé par 1'équation 20).

11 y a dans le cercle |2| < R; exactement p zéros du numérateur
et exactement s zéros du dénominateur de f(z). Donc si z décrit
la circonférence lzl= Rz > R,, dans le sens direct, f(z) contourne

f’origine (s — p) fois dans ie sens négatif. Nous démontrerons que,
dans ce cas, l’argument de f(z) diminue d’une fagon monotone.

R, + co§_z9___ o
R: + 1 + 2 Rycosd
Ry ° 4+ M cos [(s — q) ¢ — d]
""“"’+ M*+ 2Ry "M ccs [(s — q) & — a
Nous calculons le maximum de cette expression
max) Retcos® | _ 1
|RE+1+2Rcos 9] Re—1

| R: '+ M cos [(s — q) 9 — a] = 1
min { ——— =0 4] = 5—q |
\R¥ =¥ 4+ M*+ 2R “Mecos[s—q) @ —a]l RI'+M

d
49 larg @ f=pR,

—q—(s—qg R
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Arg f(z) diminue d’une fagcon monotone, si max &% {arg f2)} <0

pRy merrtig won (82500) Rl

Re—1 97 pgreo+m S°
e |
: 5 — " _S_
(Rz—l)(R;‘u__ﬂ)[(s p) R: "(Rz s_p)+
+(q—p)M(R2—q_i_p)]<0.

Cette inégalité est satisfaite si nous y remplacons R2 par R;, car
R; >- _i et Ry >q—_q_~—r—’ Donc lorsque z décrit le cercle lzl =R,
(R2 > R,) dans le sens direct, arg f(z) décroit jusqu'a 2n(s—p). En
méme temps l'argument de 1'expression zq( 27+ % )augmente
jusqu'a 2ns. L’argument de l’expression

zq(zs—q+£) (z+ 1)

zq( A %)

croit alors au moins jusqu'a la valeur 2z[s—(s—p)] = 2 n p. Le poly-

+b

nome (2 + 1)” + az+ b2’ a donc pour M < Ri—? ( M= g— ) p zéros

au moins, dont le module ne dépasse pas le nombre R: supérieur a

VoPs—q—1P’+4pg(s—p) —pls—q—1) s
V6 —q— 1P tapgs—p —pls—q+1) S—P
Le nombre R; est donc la limite du module de p zéros du poly-

nome (z 4 1)°+ az® + bz" lorsque M < Ry °.

R, =

Ainsi nous avons démontré que
1° le polynome (z+ P)” + a2’ + bz" oi P est arbitraire,
| :
g l (R' ) ou, : ' ¢ (ie nombre 4 est déterminé par 1'équ-
|
amon 19), a p zéros au moins dont le module ne dépasse pas le
nombre

VPP(s—q—1P+4pg(s—p)—pls—q—1) _ s lpl

R= U 6—q— 1 +4pgs—p—pb—a+D s—p | |

5¢
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20.Si P et% sont des nombres réels et p un nombre naturel, le

polynome (z + P)’ + az’™ -+ bz"*? a p zéros au moins dont le mo-
dule ne dépasse pas le nombre

(28) R =2_(P+_1)+_2V,_2P_(P_i1_) . || p!
Nous démontrerons que le nombre R, déterminé par la rela-
tion (28), est la 1imi'_:e exacte du module de p racines de I’équation

(z+ PP + azp™1 + b2’ 1 =0

Pour cela nous formons 1'’équation, pour laquelle la racine la
plus grande en module ,parmi les p racines de 1'équation, est une
racine triple. Dans ce but nous dérivons 1'équation deux fois suivant 2
et éliminons les coefficients a et b.

z+PP +afT '+ b2 T2=0
pz+PP '+ (p+1Dal +p+2)bP T =0
pp—1DE+PP  +m@+Dpa '+ (p+2)(p+1)bF =0

Le systéme de ces trois équations aux inconnues (z + P)? 7% a2’ !
bz’ posséde une solution, si
(z+ P)?, 22 22
p(+P), ((@+1z, (p+2)2 =0
'p(p—1), @@+Dp, @+2)p+1) .|
Nous obtenors pour z # 0
22°+4(p+1)Pz+(p+1)(p+2)P*=0
_—4@+1DP—2)2p(+DP__ 20+ D+V2p(+1),
4 2

C’est donc la racine plus grande de 1'équation. Elle est égale en mo-
dule au nombre R, déterminé par la relation (28).

20+1)+V2p+1)
2

la solution de I'équation (z + P)Y° + a2? 7' + b2? T2=0 et sa dérivée

respectivement a a et b. Nous obtenons les coefficients a et b.

[2p+v2p(p-+1)1"“[p+v2p(p+1)1 =gl
Re+D+V2p+ 1Pt P

P nous cherchons

En posant z—=—
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JVepo+ D) - 2p+y2p+ 1P~ L
by = Ea L
2+ 1)+ V2plp+ 1]

L’équation (z + P)° + ap 2T + boZ "*=0 possede (p —- 1) racines
au plus a l'intérieur du cercle |2| <2_(p ! -I--2|-2p(p +1)

|P|, parce

qu’il y a trois racines (une racine triple) sur la circonférence de ce
cercle. Il en résulte que la limite exacte ne peut étre remplacée par
un nombre plus petit que R,

R = 2(p + 1)+2y_gp(p +1) P

§ 3. Théoréme III.

Si P(z), Q(z), S(z) et T(z) sont des polynomes de degrés p, q, S
et t, dont tous les zéros ne dépassent pas en module respectivement P,
QS T, etsip<qg<s<t, le poiynome
(29) P(z) + aQ(2) + bS(2) + cT(2)

posséde p zéros au moins qui ne dépassent pus en module le nombre

thM1+qM2’
t—gq
o
q 9Q +pP
= (K =2 q -p
(K@l aln 2t s
K —PtadM+Q—qg+pr __2(t+p M
o= < —_,
My = &, +7) (Lf=eq T ko8

e’ gi—=p ¥t =g |”

K2=max!kr
|

1+2 (k2 — 1)-——1-) , LM, +

(=8 M7 — 1)y — 1) My
(s+p ™ +@—pr [’

(s—p)M +(G+pr 2s
(s — q M, s—q’

)]
g =
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Bladtp o
ko 2S—q—p'
P
= Ger @ 1)+ 0TI

Démonstration. Nous transformons le polynome (29) com-
me suit:

P (z) + aQ(2)
. S()+ST()]-|———— b\-
29 [z B 12 ) [S(z)+%T(z)+

c
Nous distinguons quatre cas selon le module des nombres a et b

Lo < my, |5 < ma, ok my = G + Q" (2)'

Lo > m, =] < m,, my = (K2+T)s_'(%)s

1L |a| < my, f%{ > m,, = (K, +Q)"_”(§)p

IV.|a| = m,, .;_ Som K (P+q)Mts»i(th:pq+p)r
Premier cas: |a| < m/, |b < m,.

D’abord nous étudions I’expression
f2) = P (2) +taQ(z) )
S+ TR
Si lal est suffisamment petit, le polynome P(z) + aQ(z) a p zéros
dans le cercle izl < 71, 1 = max {Q,pQ iqP} le module lal étant
convenablement choisi, ies autres zéros, au ngmbre de g—p, peuvent

étre supérieurs en module a un nombre K’y (K3 > r) arbitrairement
grand.

Si

%I est assez petit, le polynome S(z) + .;_T(z) posséde s zéros

dans le cercle izl < 72, T2 = max {T, P g

, et on peut choisir

c i ; -
E—l de maniére que les autres zéros, aus nombre de t —s, soient

supérieurs en module au nombre Kz, (K2 > r2), aussi grand que
I’'on veut.
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Nous déterminons le nombre R;, supérieur a max (ri, r2), et
choisissons les nombres K; et K2 (R; < min {K';, K2}) tels que,

lorsque z (=R, e'®) décrit la circonférence |zl = R; dans le sens
direct, arg f(z) décroisse d’'une fagon monotone.

§=F
fi = PO 200 _ ”“’“’J ”‘””“’
S() + —b—T(z) ” (z + we) I I (z + o)
ou:
u, — Qlk e'“" - ‘Dk = sz e'ﬂ", TLk — sz ei’k, Bk — 9“ e'd“ N

o <7, TH<R<K Slur %<, 1a<R <K,<ouw
max (7y, 1'2)<R, min (K;, K2 -
L’argument de f(z) décroit d’'une facon monotone lorsque

d !1)
(30) ggarg f@)} <o
© {arg 1) RIZP " +q§ z 2 %
= ar z — —— T e e = T
a9 \ %€ | S 24w Sz+v, ESz+7,
t—s l

k=1 z+1_);‘ l

L’inégalité (50) est satisfaite, si le maximum de cette expression
est négatif.

I | 'R, e? (Rye™" + on e %) l .
max R 22-—_+_—-—k = max R Zl iRleiom— I_

+R cos (# — a,)
= 2 max —; R, % &L * < B pour g, STy,
= Ri+oik +2Rjoxcos(® —ax) R —1,

D'une fagon analogue l'on a:

qQ—p
max R {2 2-:vk= (QR—"_:) . pour g5 = K; = R,
1 1
min R { 1 z—}fu } S!_T_-‘—- pour o < T
k

1
; 19 {arg f(z)} =R ' f(— } (comparer note 9 a la page 39).
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min R

{—s
{ E |>(t_3}R'pour9¢k>K2>Rl

1 2 + 'l_)_k I o —Rl = }{_2
L’inégalité (30) est donc satisfaite si
PR, i (@ — p) R, T sR, - (t__ 3) R, <0
Ry —n R, + K1 Ry + 17 Rl |
Pour simplifier le calcul, nous remplacons les nombres r; et r»

p?; .
par le nombre r = max (1, 72) et posons K; = R;. Nous obtiendrons
alors

(309

t—s__<__p ._(q'fp?_].. 8

K, — Ry ™ Ry —r R, + R,y R, +r
Vu la condition r < R; < K,, nous posons Ry =kr, (k > 1) et nous
obtenons ensuite

t—s <(2s—q—p)k’—2(s+p)k+(q—ﬂ
K, — kr 2k (k2 — 1) 7
Le membre gauche de cette inégalité étant positif, ’inégalité suivante
doit avoir lieu:
(2s —q—p k* —2(s+p k+(@—p) >0

_2(s+p) |
2s—q—0p

Nous déterminons le nombre K- de maniére que l'inégalité (30")
soit satisfaite pour Ry = K’y = ko.

Cette incgalité est satisfaite pour k =ky =

t— s ) gq—op 2ky (k2 — 1) r (t — 5)
S < —>— + K, —ker = ———
Ky, — ker 2k, (k2 — 1)1 i ! qa—0p

11 vient
= $ =S
Ke =z kyr|1+2K — 1) ——
(31) 2 0 _ + (e ) q—p

Donc si Ry = K’y = kor et si K2 satisfait a la condition (31), l'in-
égalité (30’) est vérifiée.

Dans le cas considéré, le cercle 'zl << Ry = k,r contient exacte-
ment p zéros du polynome P(z) + aQ(z) et exactement s zéros du

polynome S(z) + ;— T(2).

Donc, lorsque z décrit la circonférence zl=kor dans le sens

P(2) +aQ2)

direct, 'expression f(z) = .
S(e)+ T (2)

contourne un point arbitraire
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—b au plus s—p fois dans le sens négatif (l'origine — exactement
s—op fois dans le sens négatif). En méme temps S(z) + %T(z) contourne
I'origine s fols dans le sens direct Donc

P2) ta@@) |

s@+STe]. =
2 S+ 4 T@

contourne l'origine s — (s— p) = p fois au moins dans le sens
direct.

Dans 1’dquation (4) nous remplagons N(m) par KI' =kor et dé-
signons la valeur de m ainsi obtenue par m,

my=(kor + QF " ( z )p 1

Ainsi, pour a/ < m'l , et l:’ | < my (cette condition étant remplie,
I'inégalité 21 est vraie), le polynome P(2) + aQ(z) + bS(z) + cT(2)
posséde dans le cercle |zl < kor p zéros au moins car, ’argument du
polynome croit au moins jusqu'a 2ap, lorsque z décrit la circonfé-
rence |z; =k,r dans le sens direct,
c|
b | S M

’

Deuxiéme cas: |a| > m,

P
Nous posons m=m) = (k,v + Q)" °- ( % ) dans l’équation (1)

et désignons la valeur de M(m) obtenue par M,
P

P—q
f P
M= r+Q (%) +32LEZ.

Nous déterminons le nombre R supérieur a M, et choisissons
le nombre K.. satisfaisant a la condition (31), de maniere que lorsque
z décrit la circonférence 2i= R: (z= R2 e'’) dans le sens direct,
arg f(z) décroisse d'une fagon monotone, c'est-a-dire que la con-
dition (30) soit vérifiée. Nous supposons de plus que Rz < Ka.

Max (—;:—’ {arg f(z)} sera déterminé comme dans le premier cas.

4 _ PR, (—pR:  sRy, (t—s)R:
ey di {argf(z” =3 Rt_- —" + R2 o M; R-_) ‘{‘ T2 R-_g - K;g
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L’inégalité (30) est satisfaite lorsque

30y PR _  @—pR _ sR, _(E—9R
Ry 2, T R, — M; R, +r, R, — K,
Nous remplagons 71 et r2 par r = max (r1, r2) et posons R = M’y - 1

(1 > 1) et, aprés une transformation, nous obtenons

)

Kt P
K,—IM,
(s—q)M’l2—[(s—p)M'2+(s+p)M r]l+[(s +p)r M, + (@—p) 7]
(M, — ) (1 — 1) M|
Le membre gauche de cette inégalité etant positif, il en ré-
sulte que

(s—q@ M2 —[(s—p)M; + (s +p)r]M; L+ [(s + p)TM| + (@—p) r*] > 0.
Cette inégalité est vérifiée pour
(s—p) M, +(s+pr 2s

=1, = DI W

G—oM,  ~s—q

Nous ailons déterminer une autre condition, a laquelle devra
satisfaire le nombre K. pour que l'inégalité (30”’) soit vérifiée pour
R =M’ .l,.

(t—s) (U2 M2— 1) (L, — 1) M,

(s + p) ™M, + (@ — p)r*

Le nombre K» doit, en outre, satisfaire a la condition (31), obtenue
dans le premier cas. Nous mettons donc

> 1M, +

K2=maX{k0T[1+2(k‘—l) pl 0M+

=8 (13 MPF—E) M, (L 5|
s+p ™ +@—pr |
D’apres le lemme 2, le polynome S(z) + %T(z) posséde pour

(32)

}% < m (m est un nombre positif suffisamment petit) s zéros dans
i
le cercle z| < 72, re =— max IlT, s’:‘_i—-_ts_S}’ et les autres zéros au

nombre de t—s sont supérieurs ou égaux en module au nombre

t—s 1 s

(33) N (m) = ;ﬁ(%) =,
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Nous substituons le nombre K., défini par l'équation (32), au

lieu de N(m) dans 1'équation (33) et désignons par m- le nombre m
ainsi obtenu

s
(39) my =K, + 1" (§)
Si lal > m, etlgﬁig me, le cercle |z < Re= 19M] contient

exactement q zéros du numeérateur et exactement s zéros du déno-
minateur de I'expression

f(2) = P(2) +aQ(2)
ma+;Tm

Donc, si z décrit dans le sens direct ia circonférence !zl = Re =
= LM, , f() contourne le point arbitraire —b au plus s — q fois dans
le sens négatif (l'origine — exactement s — q fois dans le sens né-

gatif). En méme temps le dénominateur S(z) + .;_;T(z) contourne

l'origine s fois dans le sens direct. Il en résulte que l'argument de
I'expression

.‘Pm+aqg+b

S@ + 5T !
S@+ T

croit au moins jusqu'a valeur 27 [s—(s—q)] =2aq. Donc, si
[a| = m] et ‘—\ < maq, le polynome P(z) + aQ(z) + bS(z) + cT(2)

possede dans le cercle |zl < R, = loM; p zéros au moins du poly-
nome P(2) + aQ(z) + bS(2) 4 cT(2).

Pour obtenir une limite du module de p zéros, indépendante de
tous les coefficients du polynome, nous allons étudier les troisiéme
et quatriéme cas.

Troisiéme cas: |a| < m,, -~ = m,.

¢,
b
D’aprés le lemme 1, tous les zéros du polynome S(z) + % T(2)

- ¢ .
sont inférieurs en module, pour Ib > m (m est un nombre positif

arbitraire), au nombre

(35) M) _'-i-/l tT + 88

t—s
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Dans I'équation (35) nous remplacons m par le nombre m., défini
par I’équation (34), et désignons le nombre M(m) ainsi obtenu par M.
tT + sS

(36) M, = (K + 1) (<] ¥ e

Nous déterminons le nombre R; supérieur a M. et choisissons
al de telle maniére que (q — p) zéros du polynome P(z) + aQ(z) se
trouvent dans la région 2' > K, le nombre K, étant pris supérieur
a Rs (M2 <R3 < Kj). De plus, nous prenons R; de telle maniére
que l'argument de f(z) décroisse d’'une facon monotone, c’est-a-dire
que la condition (30) soit vérifiée, lorsque z (2= R3y e'") décrit la
circonférence izi = Rz dans le sens direct. Comme dans le premier
cas, nous ca'culons maxc—fﬂ {arg f(2)}:

PRy  (@—p)Ry  sRy (t — )R,

R—rl : R3+K| R3+T2 R;;'*—M_';

d .
max oo |arg f(2) <
L'inégalité (30) est satisfaite lorsque

(30") P cM—p), 8 (t —s)

o e — T & o
R; 1+ K, Ry + 1y Ry + M,

Rs_—T_l
Nous remplacons 71 et ro par r = max (r1, r2) et posons Ry = Kj;
il en résulte

SsBlin o lgem DI geiny it — 0
K|_T : 2K1 = K]‘i"T K1‘+“Mg
Cette inégalite est satisfaite si

it _+Q"‘_P < et
KI—T 2K1 ~K1+ 3

!

Il en résulte
(2t—q—pK:—[pt+ @M, +(2t—q+prlK, +(q—p)rM, > 0.
Cette inégalité est satisfaite pour

_ Pt M+ @t —qgtpr _tTP
(37) K, = e e <€ 2t =l
Dans l'équation (4) nous remplacons N(m) par le nombre ainsi
obtenu et désignons la valeur calculée de m par m,

(38) meo= 0+ @ g)
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Silai < m, et % = ma, le cercle 2z <R,
Ry =K, = ptoM, +(2t—q+pr
2t—q—p

contient exactement p zéros du numérateur et exactement t zéros
du dénominateur de 1'expression

P (2) +aQ (2)
ﬂa_———7—~
S(z)+ET(Z)

Donc, lorsque z décrit dans le sens direct la circonférence
lzl= R3, f(z) contourne le point arbitraire —b au plus t—-p fois
dans le sens négatif (1’origine — exactement t — p fois dans le sens

négatif). En méme temps l'expression S(z) + % T(z) contourne
I'origine t fois dans le sens positif. Donc 'argument de l'expression
P(2) +aQ ()
S@+ T

: b

[S(z)+-§r(z)

croit au moins jusqu'a la valeur 22{t—(t —p)] =2z p.
Ainsi, pour la < m,; et E) ms, le polynome P(2) + aQ(2) +

+ bS(2) + ¢T(z) posséde dans le cercle |2/ < R; p zéros au moins.
Quatriéme cas: |a| = m,, l%' = ms.

Dans'équation (1) nous remplacons m par le nombre m; défini
par I'équation (38) et désignons la valeur calculée M(m) par M;:

M, = (K, + Q) (%)afp+ﬂ"’—pp--

q—p
Dans ce cas, le cercle |zl << M; contient tous les zéros du poly-
nome P(z) + aQ(z), et le cercle |zl < M, — tous les zéros du poly-

nome S(z) 4 % T(z). D’aprés le théoréme de M. Biernacki, cité

dans l'introduction, le polynome P(z) + aQ(z) + bS(z) + T(z) possede
q zéros au moins dans le cercle.
__tM, + gM,

M<m—t_q.m>m>m-
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I1 résulte des troisiéme et quartrieme cas que ce polynome
a dans le cercle |zl <R, p zéros au moins, a étant arbitraire

c
et |—| = mo -
M/ .

Ainsi nous avons démontré que le polynome P(z)+ aQ(z)+
+ bS(z) + cT(z) posséde p zéros, dont le mondule ne dépasse pas le
nombre
= tMl + qu
t—gq

indépendant des coefficients a, b et ¢ du polynome.

R
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Streszczenie.

Praca ta dotyczy wyznaczania granicy gérnej modulu pewnej
liczby pierwiastkéw wielomianu typu

aP,)+......... + a, P (2),
gdy znane sg jedynie stopnie wielomianéw Py (2),..., P, (2) i okszary
R,, ..., R, zawierajac odpowiednio wszystkie ich pierwiastki. Pro-

blem ten postawil M. Biernacki i otrzymatl dla k=2 naste-
pujgcy wynik:

Jezeli P(z) jest wielomianem stopnia p, ktérego wszystkie pier-
wiastki nie przekraczajg co do modutu liczby P, Q(z) jest wielo-
mianem stopnia q (q > p), ktérego wszystkie pierwiastki nie prze-
kraczaja co do modulu liczby @ to wielomian P{(z) + aQ(z) posiada
conajmniej r pierwiastkéw co do modutu nie wiekszych od liczby

T = max |Q,—qP+pQ l.
[ av4p: |4

W pracy tej rozwazam problem postawiony przez M. Bier-
nackiege dlak=31i k=4.

W celu okreslenia polozenia pierwiastkéw rownania P(z) + a@(z)
w zalezno$ci od wspéiczynnika a wprowadzamy dwa lematy.

Lemat 1. Jezeli P(z) jest wielomianem stopnia p, ktdorego
wszystkie pierwiastki nie przekraczaja co do modutlu liczby P, Q(z)
jest wielomianem stopnia q (q > p), ktérego wszystkie pierwiastki
nie przekraczajg co do modutu liczby Q, ponadto lal = m (m jest
dowolng liczbg dodatnig), to wszystkie pierwiastki wielomianu
P(z) 4+ aQ(z) sa co do modulu mniejsze od liczby

M) M (m)= q]'/—1~+9—Qiﬂ°
- m q—p
W dowadzie opieramy sie na twierdzeniu Rouché. W tym celu
wyznaczamy dla lal = m kolo, na ktérego obwodzie bedzie spelniona
nieréwno$é 'P(2)l <laQ(z). Nieréwnos¢ te ze wzgledu na warunek
al > m zastepujemy nieréwnoscia |P(z) <|mQ(z). Oznaczajac
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litera M promien szukanego kola otrzymamy dla M>P i M>Q
nastepujgce nierownosci
P@|I<M+PY, mQ@E)|=mM —Q)F
Wobec tego nieréwnosé¢ |P(z) <!mQ(z); mozemy zastgpié¢ nie-
rownoscig

(2) M+ PY<mM— Q)
Podstawiajac M — Q = u otrzymujemy
Tt
(3) u+P+Q<]/m-u:‘

Jako rozwiazanie tej nierownos$ci przyjmujemy odcigta punktu

przeciecia sie prostej v—=—u-+ P 4+ Q ze styczng do paraboli
q

vE== fm u” w punkcie przeciecia sie tej paraboli z prostg v = u.

Wracajac przez podstawienie u =M — @ do nieréwnosci (2) otrzy-

mamy liczbz M oki'eélona rownaniem (1).

Zgodnie z twierdzeniem Rouché w kole [zl <M funkcje aQ(z)
i P(z) + aQ(z) posiadajg te samg liczbe pierwiastkéw. Wyznaczona
liczba M jes! wieksza od Q. Zatem dla ia! = m w kole [zl < M znajduja
sie wszystkie pierwiastki wielomianu aQ(z) i tym samym wszystkie
pierwiastki wielomianu P(z) + aQ(2).

Lemat 2. Jezeli P(z) jest wielomianen: stopnia p, ktérego wszyst-
kie pierwiastki nie przekraczajag modutu liczby P, Q(z) jest wielo-
mianem stopnia q (q > p). ktoérego wszystkie pierwiastki nie prze-
kraczajg co do modutu liczby Q, ponadto lai < m (m jest liczba do-
datnig do$¢ mala), to wielomian P(2) 4 aQ(z) posiada q —p pier-
wiastkow wiekszych lub ré6wnych co do modutu liczbie

(4) N (m)= _l/r‘( )

|0 22\ (a — P\ Pl
d1a0<m<mm|(2Q) \q/ \Q P/ qql

W dowodzie opieramy sie na twierdzeniu Rouch é. W tym celu
wyznaczamy kolo, na ktoérego obwodzie bedzie spelniona nieréwnosé¢
IP(z) > aQ(z)l. Jezeli ‘@' < m i P<N, Q <N, to otrzymujemy na-
stepujgce nieréwnoéci

'P(2)| > (N — P), [aQ(2)| <m(N+ Q)

Wobec tego nieréwnosé |P(2)l > imQ(z)| mozna zastgpi¢ nieréwnoscia

(5) (N — PP>m(N+Q)°
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Stad po podstawieniu N + @ = u otrzymujemy
q

(6) u—(P+Q>fm u’

Jako rozwigzanie tej nieré6wnosci przyjmujemy odcietg punktu
9
parabcli v = 'i m uP,w ktorym wspétczynnik katowy stycznej = 1.
Rozwigzanie to istnieje, jezeli

o P—q (P)” (q r_p)q—p p” |
(7) m < min |(2Q) q Q¥ P ¢
Wracajac przez podstawienie u = N + @ do nieréwnosci (5) otrzy-
mujemy liczbe N okreslong rownaniem (4).

Zgodnie z twierdzeniem Rouché w kole z < N wielomiany
P(2) i P(2) + aQ(z) posiadaja te samg liczbe pierwiastkéw. W ten spo-
s6b wykazalismy, ze wielornan P(z) + aQ(z) posiada w kole z2!<< N p
pierwiastkow. Pozostale pierwiastki tego wielomianu s3 wieksze
lub réwne co do modutlu liczbie N.

Twierdzenie I. Jezeli P(z) jest wiclomianem stopnia p, ktérego
wszystkie pierwiastki nie przekraczajq co do modutu liczby P, Q(z)
jest wielomianem stopnia g, ktéorego wszystkie pierwiastki nie prze-
kraczajq co do modulu liczby Q, S(z) jest wielomianem stopnia s
(p < q<s), ktorego wszystkie pierwiastki nie przekraczajq co do
modutu liczby S, to wielomian P(z) + aQ(z) + bS(z) posiada co naj-
mniej p pierwiastkéw nie przeicraczajgcych co do modutu liczby

(®) R == SECEO0Y
s—q
, r,(2s—q—p)1'+(q—p)Sl \ 927/ 1q\»
dzie: M = Imax = s ) 4
g ™% %> QY (& +
q—p | a1 )

Dowodd opieramy na zasadzie zmiennosci argumentu. Wielomian
P(z) 4- aQ(z) + bS(z) piszemy w postaci

(PG)+aQ@ |
Treripc T b

i badamy zmiennosé¢ argumentu tego wyrazenia, gdy 2z opisuje
w kierunku dodatnim okrag o $rodku w poczatku uktadu. Promieni

(9 S (2)

6 Annales
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okregu wyznaczamy tak, azeby argument wyrazenia Byz) ;_(:)Q (2)
monotonicznic malat.

Rozrézniemy dwa przyvpadki w zaleznosci od modulu liczby a:
| 'y [

1. lal < m, gdzie m = min !(S+Q)” q(g) ;

1L |a| = m, (2s—qg+pr+@+ps.

L Q p—q( --p]
2s —q—p I J
Przypadek I. W tym przypadku wieiomian P(z) + aQ(z) posmda

p pierwiastkow w kole iz! < r, r=max {Q, —q—i;—j_—ppg— } pozostate
pierwiastki sy co do modutu wieksze od liczby N wyznaczonej rowna-
niem (4). Ozraczamy z= R, e (R1 > S, r<R; <N) i wyznaczamy
liczbe R; tak. azeby byl spelniony warunek

L4  P@+aQ0)

df P@)+aQ@)|_ pR_,(@Q@—pR _ SR
MAX T BN S o [ SRyl R R S

Nier6wnosé (10) jest wobec tego speiniona, gdy

(11) _PRy (@ —pR _ _SRy
R] = T Rl + N Rl + S
Pamietajac o warunku R; < N podstawiamy Ry =4iN (0<1< 1)
i po przeksztatceniu otrzymujemy
a()N?* — (AN + 7 >0

gdzie: a().) ] (s— q)],z —+ (S— p)l

) =[(s —q + )r + gS]2 + sv + pS,

y=(3 —p)rS.

<0

Wspétezynniki a(d), f4), y sa dodatnie dla 0 < 1 <1. Wobec
tego mozemy przyjac

N=FW _ls—q+pr+qSlitrs+pS
a (1) (s—q@2*+(s—pa
W ceiu uzyskania moziliwie najlepszego wyniku koncowego
obieramy 4 (0 <1 < 1) tak, azeby N bylo mozliwie najmniejsze.
Wtym celu przyjmujemy 4 = 1. Przy tak obranej liczbie 4

N =R _@2s—q+pr+(@+p)S
T 2s—q—p

(12)
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Podstawiamy otrzymang liczbe N do rownania (4) i wyznaczamy

_ p
(13) ;=[(23 q+pr+(@q+pS (g)

2s—q—0p
Z powyzszego wynika, ze skoro z opisuje w kierunku dodatnim

q=p

+Q

okrag |zl = R;, to argument wyrazenia Iﬂ%a)(@(z) monotonicznie
F4

maleje. Stad punkt odpowiadajacy temu wyrazeniu opisuje poczatek
ukladu s — p razy w kierunku ujemnym. Przy tych samych warun-
kach wyrazenie to opisuje dowolny punkt —b conajwyzej s —p
razy w kierunku ujemnym,

Przechodzac do wielomianu postaci (9) stwierdzamy, ze skoro 2
opisuje w kierunku dodatnim okrag lzl= R;,

| ¢ @s—q+p)r+(qg+p S|
By e 2s—q—p )’

to arg S(2) ra$nie do wartoSci 2as, rownoczesnie arg ’M) +

S (2)
+b : maleje conajwyzej do wartosci 2n(s—p). Zatem iloczyn tych
wyrazen ros$nie conajmniej do wartosci 2ap. W ten sposéb wyka-
zaliSmy, ze w kole lz| << R; znajduje sie conajmniej p pierwiastkow
wielomianu P(z) + aQ(z) + bS(z) dla lal < m.
Przypadek II. W tym przypadku wszystkie pierwiastki wielo-
mianu P(2) 4+ aQ(2) sa co do modutu mniejsze od liczby M, otrzy-

manej przez podstawienie wyznaczonej rownaniem (13) liczby %
do réwnania (1).

Zakladamy, ze z opisuje w kierunku dodatnim okrag |zl =Rj
(R2>S, R2>M). Liczbe R: wyznaczamy podobnie jak w przy-

padku I'i otrzymujemy R. =— max { S, sﬂsd——{—g_._s : :
W kole |z| <R: znajduje sie dla lal > m conajmniej q pierwiast-
kéw wielomianu P(z) + aQ(z) + bS(z).

t.aczac wyniki otrzymane w przypadkach I i II otrzymujemy,

ze w kole |z| < R, R=max {S,sfi—_ ZLS : * znajduje sie¢ conaj-
mniej p pierwiastkow wielomianu P(z) 4+ aQ(z) + bS(z) przy do-
wolnych wspdtczynnikach a i b.

6
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Rozpatrzymy przypadek szczegélny wielomianu P(z) + a@Q(z) +
+ bS(z).

Twierdzenie II. Jezeli P i % sq liczbami rzeczywistymi oraz p
liczbq naturalng, to wielomian
(14) (z+ PY + a2”' 42" t?
posiada co najmniej p pierwiastkéw nie przekraczajgcych co do
modutu liczby

R

przy czym liczba ta jest granicq dokladng.

Dowéd. Jezeli wielomian (z + 1)? 4 az® -+ b2' (p < q<s) po-
siada co najrniej p pierwiastkéw nie przekraczajgcych co do mo-
dulu liczby K;, niezaleznej od wspétczynnikéow a i b, to okazuje sie,
ze wielomian (z + P)® 2 a2z’ + bz’posiada co najmniej p pierwiastkow
nie przekraczajgcych co do modutu liczby R = R;|P!.

Wystarczy wobec tego wyznaczy¢ liczbe R;, ktéra jest granicg
modutu p pierwiastkow wielomianu (2 4 1)? 4 a29 + bz®,

Rozrézniamy trzy przypadki w zalezno$ci od modutu M liczby

a fla

s (5] = M)
s—q

()
. —si" 4 ¢q
dzie: R, = 5

: ' —s—p 1~ t@—p

F =

2s(s — p)
q i s sg liczbami naturalnymi (p < q <s), % moze byé liczbg zespo-

lona.

L R\
I RITIT< ML (71) » gdzie q=p—+ 1, s=p+ 2, % jest
liczbg rzeczywistg.
III. M < R," 9, gdzie q i s sg liczbami naturalnymi (p < q <3s),

b moze by¢ liczbg zespolong.
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Przypadek 1. Wielomian (z + 1)? 4 az9 4 bz* piszemy w po-
staci

+b ]

14
(15) zq (zs—q + E) oo '(Z '+‘ l) =
9| 589
z (Z Sl E\)
Oznaczamy [(z) = __(z_-l-l_)’_’ L= Me“’, z=R,". Liczbe R,

¢f{ 9 a\ b
z (z +b)
1< RrR < ‘Ff' M) wyznaczamy tak, ze skoro z opisuje w kierunku
dodatnim okryg |2l = R;, to arg f(z) monotonicznie maleje, tzn.
d
— <

Otrzymujemy wobec tego nier6wnosé

Pamietajac o warunku R,"™Y << M podstawiamy R = 1" |'m
(0 <1< 1)i otrzymujemy

'—7M> —si.'_"—i—q

« 5= Q2P
— o e .
=z —p) 70" £ G—pll $—8

W nieréwnosci tej zastepujemy znak > przez = i wyznaczamy 1 tak,
aby s_i’ M bylo mozliwie najmniejsze. Minimum wielkoSci '—7 M
otrzymamy dla
(16)
j—q _ P(s—q)(s—q—1)+2q (s—p)—(s— Q) Vp*(s—q—1)*+ 4pq(s—p)
) 2s (s — p)

Wracajac przez podstawienie Ry == ),s_i/ M do wielkosci R, otrzy-
mujemy po uwzglednieniu réwnania (19)

s g—tly2 —p—pls—qg—1 s

amn R_Vps q—1)*+4pgs—p)—pls—q—1 _s

Vpis —q— 1P+ 4pgs—p) —p(s—gq+1) S—P
s—q
Zatem, jezeli M = ( }—21) i z opisuje w kierunku dodatnim

okrag izl == Ry, to -;0
punkt —b co najmniej g—p razy w kierunku ujemnym. Réwnocze$nie

{arg f(z)} < 0 i wyrazenie f(z) opisuje dowolny

P (Z’“q—f— g) opisuje poczgtek ukladu q razy w kierunku dodatnim.
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Stad wyrazenie (15) opisuje poczatek ukladu conajmniej p razy
w kierunku dodatnim. Wielomian (z 4+ 1)® + a2z’ + bz® posiada

R

s—q
AN (_) conajmniej p pierwiastkéw w kole |zl < R;.
1

b

Przypadek II. Podstawiamy q = p + 1, s = p + 2 w row-
naniach (16) i (17) i otrzymujemy wielko$ci 4 i R, dla rozpatrywa-
nego przypadku

dla

] —20+1)—V2pl+1)
A=22T ~7 ¥ 20X

) 2(p+ 2)

a7 Rl=2(p+1)+2n/zw>_+_n, stad

(18 B spt2t2/2plt )

W tym przypadku arg f(z) nie maleje monotonicznie, skoro
z opisuje w kierunku dodatnim okrag |2l = R;.

Dowdd cpieramy na dokladnym badaniu krzywej zakreslonej
(sl

- a
)
stepujacych orzypadkach:

przez f(z) = , ktore przeprowadzamy w czterech na-

a
y =1 —_
1. p S
a
. =1, —=—M
2. p b
3. p=2, —2- =M
4, p=2, % =—M
W tym celu wyznaczamy extrema modulu f(z), ktére otrzymu-
jemy z rozwigzan réwnania I lz }—EZ;} = 0. Nastepnie okreSlamy
rodzaj extremum, badajac znak EI—-I l 2\,

v |°

f 2)
Jezeli Ifiz| osigga maximum, to l[ L ;} 0 i zmienia znak —

na -+, czyh—ll f (@)

| f(Z)}>0
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. L %2 =7 f(z) L
Jezeli | f(z) | osiaga minimum, to Ilz,--,—-.] — 0 i zmienia znak +

| {2

d
na — czyli dz?I =z‘;((3}<0

Ponadto okre§lamy zmiennosé argumentu wyrazenia f(z) korzy-

stajac z zaleznoSci L. |arg f(z)l — gl 13|

ad | | | 7@

Wykazujemy, ze skoro z opisuje okrag |zl = R; w kierunku do-
datnim, to f(z) opisuje poczatek ukladu dokladnie jeden raz w kie-
runku ujemnym. Rownoczesnie wyrazenie f(z) opisuje dowolny
punkt —b conajwyzej jeden raz w kierunku ujemnym, a wyrazenie

p
2 (z—{- %) + 1) +b| opisuje poczatek uktadu conajmniej p
a
: b
razy w kierunku dodatnim. Tymsamym wielomian (z + 1)° 4 a2"™
+ b2 *? posiada conajmniej p pierwiastkow nie przekraczajgcych co

do modutu liczby RB; = 2(p + 1)+;/2P(P+ 1),gdy R, <|l.%[<§1
A

p
Przypadek III. i-g—ll <SR f= (z+1) -
A+ D)

W kole |2' < R:1 znajduje sie dokladnie p pierwiastkéw licznika
i dokladnie ¢ pierwiastk6w mianownika wyrazenia f(z). Zatem, skoro
z opisuje w kierunku dodatnim okrag |2l = Ri, to f(z) opisuje po-
czatek ukladu s—p razy (dia M = R’ opisuje g—p razy) w kie-
runku ujemnym. Wykazemy, ze w tym przypadku arg f(z) monoto-
nicznie maleje.

d | | BR _ _{s—qR_
max . | arg f(2) (TR —1 q Rt M
1 = s
=—————— —|(s—p)RT (R, — —— |+
(Rl—l)(Ri“‘+M)‘(s PR (R = )

+@—pM(R— )]

Wyrazenie {o jest ujemne, poniewaz R, >

i R>—-.
— P q—Pp
Zatem f(z) opisuje poczatek ukiadu s—p (lub q—p) razy w kierun-

ku ujemnym. Réwnoczesnie wyrazenie z"(z’_"—{— %) opisuje poczatek
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ukladu s(lub q dla M = R,*"7) razy w kierunku dodatnim, Stad wy-
razenie(15) opisujepoczatek ukladu conajmniej prazy wkierunku dodat-
nim. Zatem wielomian(z + 1)? + az® + bz'posiada dla %: < R,
co najmniej p pierwiastkéw nie przekraczajagcych co do modulu
liczby R; okreslonej réwnaniem (17).

Wykazujemy nastepnie, ze liczba

R=2(p+1)+2yép7;_)+1)P

jest granicg dokladng modulu p pierwiastkéw roéwnania (z + P)? -+
+azPt + 52" = 0. W tym celu ulozymy réwnanie, dla ktérego
pierwiastek o module najwiekszym spoéréd p pierwiastkow réowna-
nia jest pierwiastkiem potréjnym.

Roézniczkujemy powyzsze rownanie dwukrotnie wzgledem 2z
i eliminujemy e i b. Rozwigzujgc nastepnie otrzymane réwnanie

_2e+ D+ 2p 1)
9

otrzymujemy liczbe z; = P, ktora jestiden-

tyczna co do modutu z liczbg R.

Rozwiazujac réwnanie (z+ P)” + ¢ + b2""* = 0 i jego po-
chodng wzgledem a i b oraz podstawiajgc z = 2z; otrzymamy wspo6i-
czynniki a i b, przy ktorych liczba R jest granicg dokladna.

Twierdzenie III. Jezeii P(z), Q(z), S(z) i T(z) sq wielomianami
stopnia p, q, s i t, ktorych wszystkie pierwiastiki nie przekraczajg co
do modutu odpowiednio liczb P, @, S i T, przy czym p << q <s < t,
to wielomian

(19) P(z) + a@Q(2) + bS(2) + cT(2)

posiada co najmniej p pierwiastkéw nie przekraczajgcych co do mo-
dutu liczby

RaiaMs T tMy -
t—q
gdzie: M, = qilﬂ'Q 2 qQ -+ pf.
BT
q

P+t M+ (@Rt —ptpr 20+p M

N; =
‘ 2t—q—p 2%t —q—p
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r='max|Q, T, PQ+Q,ST+tS|’
| q—p t—s |
o l 2 t_s lM; i
Ng—max ik(,T 1+2(k0_1) q:p y L I_T“

L —9) M2 — 1)@, — 1) M
(s +p) ™M, +(q—p) r* |

(s—p M, 4+ (s+p)r 2s

e =  s—aq M < s—q
_stp
ko 2s—q—p

:_—/""p' St
Ve e

Dowéd. Wielomian (19) napiszemy w postaci

sw+—m4 €raRle) ||
S R)¥F = T(Z) l

M, = ﬁor + Q e q_Q_+_PI_)

(199

Rozrézniamy cztery przypadkl w zaleznosm od modutu liczb
o

aib:
L ,a|<m,,|g Mmoo gdzie: qll/,i;:%t;‘—;%’
b (5)
el ] q
IHI. |a] < m, !g >n
IV. |al>m, lE, >n
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Przypadck I. Wielomian P(z) + aQ(z) posiada p pierwiastkow
w kole [zl < r, 11 = max |Q, B&*"_qp} , pozostale pierwiastki
, 4—0P
znajduja sie poza kotem lzi < N;, dla m, dostatecznie malego. Liczbe
N; (mi) okresla lemat 2,

Wielomian S(z) + % T(z) posiada s pierwiastkéw w kole 1z| < r,

_ [ sT 4 tS|
T2 — max ] » P — 3 }
kotem [zl < N, dla n dostatecznie matego. Liczbe N2(n) okresla
wzor (4), w ktérym m zastapiono przez n.

, pozostale pierwiastki znajdujq sie poza

Oznaczamy z = R, e i zakladamy. ze z opisuje w kierunku

dodatnim okrag |zl = R, przy czym max {r;, s} <R, < N; < N;.
Liczbe R: wyznaczymy tak, azeby arg f(z) monotonicznie malal.

P(2) +aQ (2)
S(z)+bfr(z)

W tym przypadku wyznaczamy R;, N’y i warunek dla N tak.
azeby arg f(z) monotonicznie malal. Poza tym rozumujemy podobnie
jak w poprzednich twierdzeniach.

Przypadek II. Korzystajac z lematu 2. obliczamy m; dla otrzy-
manej wartoSci N'y, a nastepnie na podstawie lematu 1, obli-
czamy M,".

f) =

Zakladamy, ze z =— R. e opisuje w kierunku dodatnim okrag
lz2l = Ra, przy czym r < N'; <M’y <Rs < N». Liczbe R. wyzna-
czamy tak, azeby arg f(z) monotonicznie malal. Stad otrzymujemy
dodatkowy warunek na N2, ktéry razem =z poprzednim okresla
liczbe No.

Przypadek III. Korzystajac z lematu 2. obliczamy n dla otrzy-
manej wartosci Nz. Dla otrzymanego n obliczamy M: na podstawie
lematu 1.

Zakladamy, ze z = Rse" opisuje w kierunku dodatnim okrag
|zl = R3, przy czym r < N; < M2 < Ry < N;. Liczbe R3 wyzna-
czamy tak, azeby arg f(z) monotonicznie malal. Stad otrzymamy
liczbe N;.

Przypadck IV. Dla otrzymanej liczby N; obliczamy m na pod-
stawie lematu 2. Dla otrzymanej liczby m obliczamy na podstawie
lematu 1. liczbe M;.
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W kole |zl < M; znajduja sie wszystkie pierwiastki wielomianu
P(z) + aQ(2), a w kole |2/ < M, znajdujg si¢ wszystkie pierwiastki

wielomianu S(z) + %T(z). Na podstawie twierdzenia M. Biernac-

tM, + qM,
t —
padku co najmniej q pierwiastkéw wielomianu P(z) + aQ(z) +
+ bS(2) + cT(2).

Okazuje sie rowniez, ze otrzymana liczba jest granicg gérna

modulu p pierwiastkbw powyzszego wielomianu przy dowolnych
wspoélczynnikach a, b i c.

kiego w kole izl = znajduje sie w rozwazanym przy-
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Pe3wwme

Pa6oTa COAEPXUT HEKOTOpBIE pelleHUA npobJeMbl HaXOXKAEHUA
rnpeneJsia MOAYJA HEKOTOPOTO YMUCAA KOPHENM MOJMHOMA TUMa

a:Pl(Z)‘i‘.. ...+akPk(Z),
KOra U3BECTHBIMYU ABJIAIOTCA TOJbKO CTENeHM NMOJMHOMOB Py(2) .. P,(2)
u obmactv R; . ... R, comepxaluye COOTBETCTBEHHO BCE MX KOPHM.

Bonpoc 3TOT moctaBua M. BepHaukuit ¥ MOJy4YMJ [JA TNOJMHOMA
¢ ABYMA 4JIEHaMM cJjefylollylo Teopemy: ,,Ecam Bce kopuu nosmHoma
P(z) creneHu p comepXaTca B Kpyre |z| << P u Bce KOpPHM NMOJMHOMA
Q(2) crenenn q(q > p) comepaKaTcsa B Kpyre [zl < @, To Mo MeHbLIe
Mepe p KOpHeit nmosuuHoMa P (z) + aQ (z) comepxkatca B Kpyre
[ PRTP)"
|7 a—p |
Onupasck Ha npuMmeHsemblit M. BepHankuMM NMPUMHIMI U3MEHYM-
BOCTM apryMeHTa, 6111 M3yyeHbl NOJMHOMBL P (2) + a@ (2) + bS(2) u
P(z) + aP(z) + bS(2) + cT(2), roe P(2),Q(2),S(2) u T (z) asnawoTca
MOJIMHOMAaMM CTENEeHU P, q,su t(p << g < s < t), KOTOPbIX BCE KOPHMU
COZIepaKAaTCA COOTBETCTBEHHO B Kpyrax (2| < P, |2/ < Q,|z| < Sulz| < T.
Ina stux noavHomoB 6blna AoKa3aHa OrPaHMHEHHOCTb MOAYJIA p
KOPHejt He3aBUCUMMO OT K03¢pcpuumenToB a, b 1 ¢. Kak yecTHslit cay-
yajt MOJMHOMA COAEPIKAILEro TPYU YjeHbl ObLI PacCMOTPEH IOJIMHOM

(z + P)P + az T+ b2"t?

Iz} < max

a
B KOTOPCM P Y — ABJIAIOTCA BellleCTBEHHBIMM yuciaamu. Jloka3saHo,
b

YTO TOJIMHOM 3TOT MMEET II0 MeHhllIeil Mepe p KOpHeil, MOAYJIb KOTO-

9 gl WS-
PbIX He GoJiblire yucJaa 2-(p-+——1)—_*_‘2',/— p"(p—ﬁ 1), ﬂpM‘{éM 3TOro 4ucia

HeJIb3Ad 3aME€HUThb YUCJIOM MEeHBIIMM.



