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Wstep

Celem rozwazarn pracy doktorskiej s@ problemy ekstremalne
w pewnych klasach funkcji jednolistnych i pewnych klasach
funkcji typowo-rzeczywistych w kole jednostkowym K.

Gidéwny wynik rozdzialu pierwszego zawarty jest w twier=-
dzeniu 1,2, ktére podaje réwnanie typu Léwnera dla klasy
funkcji prawie-wypuktych i pewnych jej podklas. W szczegélno-
sci otrzymuje si@ roéwnanie typu Ldwnera dla funkcji gwiazdzi-
stych, wypuklych oraz dla funkcji ograniczonych np. funkcji
quasi-gwiazdzistych (twierdzenie 1.2') wprowadzonych przez
I.Dziubinskiego [9] i badanych migdzy innymi w [3]. Réwnanie
typu Ldwnera rozszerzono na szereg innych klas funkcji
quasi-gwiazdzistych (twierdzenie 1.7, 1.9, 1,12), a takze na
klasy funkcji quasi-gwiazdzistych z ustalonymi bgdZ znikaja=-
cymi wspdéiczynnikami.

Wykorzystujac uzyskane réwnanie podano w rozwazanych
klasach dokladne oszacowania funkcjonaiéw

z ¥(z)

l‘f(z)l ’ argigﬁl arg _z_j’_(_z_) 7 (2)

’ ¥z °

dla ustalonego ze K, (twierdzenia 1.8, 1.10, 1.11, 1,13-1,17),
Uzyskane wyniki, przy odpowiedniej specyfikacji parametréw,
przechodzg w oszacowania zawarte w [3]. [4@1, [36], [2ﬂ

W ten sposéb otrzymano oszacowanie np, |f(z)|, ze Ky, vie
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funkcji wypuklych 1 gwiazdzistych z ustalonym drugim wspéi-
czynnikiem, Interesujacym jest fakt, 2e oszacowania If(z)l,

z€ K, dla funkcji % -gwiazdzistych 1 funkcji wypuklych

1
z ustalonym drugim wspdéczynnikiem sa rézne, podczas gdy dla

catych klas funkcji pokrywaje sie.

Oszacowanie ‘arg $TZZ

pozwolito wyznaczy¢ kolo gwiazdzistodci tych funkcji.

dla funkcji quasi=-gwiazdzistych

Rozdzial drugi poswigecony jest badaniu zbioréw pokrycia

UF (kr) , mF (kr)

F F

Kr = {z:|z|<r.0<r$1} dla funkcji F gwiazdzistych i wypuklych
z unormowaniem Montela, Wyznaczono w szczegélnodci tzw,
zbiory Koebego dla funkcji gwiazdzistych i1 wypukiych inna
metoda niz metoda uzyta przez J.Krzy2a i E,Zlotkiewicza [16]
w przypadku r=1, Wskazano réwniez ich zastosowanie do rozwia-
zywania tzw, uogbélnionego problemu odwrotnego w teorii pod-

porzadkowania funkcji,

W rozdziale trzecim zbadano klase T\, funkcji typowo-rze-
czywistych ograniczonych, |f(zﬂ<r4.b4>1. Otrzymano miedzy
innymi, dokladny obszar zmiennoéci funkcjonalu{f(zﬁ. dla
ustalonego z€¢ K, 1 feT,. oraz oszacowania wspdiczynnikéw.
Wykazano réwniez, 2e klasa T,, nie obejmuje catej klasy
funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych przez M,

Wyniki znane wczeéniej dla calej klasy funkcji typowo-
-rzeczywistych uzyskuje sie ktadec M —m=m oo [1]. [10].

W zakorczeniu rozdzialu trzeciego podano szczegélowy

dowéd wyznaczania maksymalnego obszaru jednolistnodci funkcji
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typowo-rzeczywistych, Wynik ten uzyskano badajac funkcjonail

f(z4) = f(24)
m Sl

od uzytej przez A,W,Goodmana w [12] i zapeinia w ten sposéb

v Zq Z,€ Ky Zastosowana metoda rézni sie

wystepujgca tam luke dowodowa.

Czeé¢ wynikéw podanych w pracy opublikowano w [19],

[20] . [21] . [34]. [37].
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Rozdz1iat I

Uogélnione réwnanie L8wnera dla pewnych klas

funkcji jednolistnych

1, W niniejszym rozdziale wyprowadzono réwnanie typu
Ldwnera dla pewnych klas funkcji jednolistnych oraz podano
jego zastosowania w oszacowaniu réznych funkcjonaiéw w
rozwazanych klasach, Otrzymane réwnanie uzyskano w wyniku
rozwazan dotyczacych geometrycznych wtasnodci badanych klas
funkcji.

Na wstepie podamy konieczne oznaczenia i definicje.

Oznaczmy przez Y3 , de(-T/2 , W2), Po = P klase
funkeji p holomorficznych w kole Ki(Kr-{z:|z|<r.0<rsi})

postaci

(1.1) p(z) = eu*+ Pz + pzz2 + eee o

speiniajacych warunek

(1.2) Rep(z)>0 , zeK,,

Przez S oznacza¢ bedziemy klase funkcji holomorficznych

i jednolistnych w K4 postaci

(1.3) f(z) = z «+ azz2 +

c
8 przez 5%, s* g odpowiednio podklasy klasy S, ktérych
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elementami sa funkcje wypukle, gwiazdziste i prawie-wypukle,
Wiadomo, 2e SCCS*C KC S oraz

(1.4) fe 8¢ & -z—f-s-’-l 1S

(1.5) et ey B P

(1.6) feK <=>V ‘“_z_ﬁzlepd
e (-“/2,“/2)96 s*

Funkcje ge S* wystepujace w (1.6) nazywa sie funkcja
tworzaca dla funkcji f,
Ponadto przez c™, M>1, oznaczaé bedziemy klase funkcji

Y quasi-gwiazdzistych danych réwnaniem
(1.7) f(‘{’(z)) - = f(2) . zEK ,
gdzie f jeat dowolna funkcja gwiaZdzista [9].
Niech SF oznacza rodzine funkcji F postaci
(1.8) F(z,t) = al(t) z+a2(t)22+....al(t)>0,zel<1,té [_0.00).

holomorficznych 1 jednolistnych w K, dla kazdego ustalonego
te [o,oo> i takich, 2e funkcje F i Ft’ s@ ciagte wzgledem t
dla kazdego ustalonego ze¢ K.

Definicja., Méwimy, 2e funkcja FE€ 3; jest obszarowo
L
rosnaca w kole K, jezeli dla tl ,t”e [0'00), t ét“ .

F(Ke,t) C F(Krot").

Znany jest nastepujacy lemat,

!
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Lemat 1.1{4]. Funkcja Fegf';jest obszarowo rosnaca

w K4 wtedy i tylko wtedy, gdy

!
(1.9) Re £=z:8) % 0, zek, , te [0,00).

zF;(z,t)

Definicja. Méwimy, 2e fe TI{CS jezeli istnieje

funkcja jednolistna g,g(0)= O, taka 2e funkcja F dana

wzorem

(1.10) F(z.t) = f(2) + tg(2) » zeK,

jest jednolistna dla kazdego t € DD.OO) i1 obszarowo rosnaca
w K1.

Wprowadzona wyze] rodzinagjest analogiczna do rodzin
funkcji rozwazanych w [25], [28].

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie,

Twierdzenie 1.1, TV = K, gdzie K jest klasa funkcji
prawie-wypuklych w sensie Kaplana lub, co na jedno wychodzi,
liniowo-osiagalnych w sensie Biernackiego [5].

Dowéd, Niech fe YJ{. Z réwnosci (1.10) wynika, 2e

z F;(z.t) - £(z) P - qkz)
Fe(z,t) a(z) g(z)

Poniewaz rodzina 'TTL Jest obszarowo rosnaca, to na mocy (1.9)

- mamy
z ftz) z 'z
(1.12) Re [ 163 + t ——E%éTi- > 0, zé Ky,

Warunek (1.11) zachodzi dla kazdego t € [0, ca), zatenm
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w szczegdélnoéci dla t =0 414 t —> Co mamy

’
z f(z
(1.12) Re—-—g—(-i(-r)-> (0 I z&Ki.

(1.13) Re -Ea%é%l >0, =zekK, ,

warunek (1.13 ) oznecza, 2e funkcja g jest gwiezdzista,
Bez zmniejszenia ogélnosdci rozwazarh mozemy zatozyc, Ze
(1.14) a(z) = €z + AZ? + ., dhe (2T2,T72),
Warunek (1.12) implikuje, 2e fe K, skad MLCK,

Niech teraz fe K, Wtedy istnieje funkcja gwiazdzista

g postaci (1.14) taka, ze

(1.15) Rez—gfé)ﬂ > o, zeK, .

Rozwazmy klase funkcji F daenych wzorem (1.10), gdzie f¢ K,
a g jest funkcja tworzeca dla funkcji f,

Mozna zauwazyC¢, 2e dla kazdego t ¢ B),Oo)funkcja
F(z,t) = f(z) + tg(z)

Jest funkcja jednolistna, jeko 2e jest prawie wypukla, bowiem

'
zFz(z,t) 2f(2) z (z)
(1.16) Re ——QTZ—S- = Re -_g-{-i') tR g(z) >0 ¢ ZE€ Kil

Warunek (1.16) oznacza jednoczeénie na mocy lematu 1.1
obszarowa monotonicznoéé rodziny funkcji F, bowiem

g(z) = Fy(z,t). Stad feM 1 KCML. co kohczy dowdd

twierdzenia,
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Twierdzenie 1.2, Funkcja f € TI| wtedy 1 tylko wtedy,

gdy da sie przedstawié¢ w postaci

(1.17) f(z) = lim (1 « te.i'd')h(z,t) .
t—>»00

gdzie h jest rozwigzaniem rdéwnania

~Nh(z,t) 1

(1.18) eTee) memb(aby Py[h(z.t)] + t Po[h(z,t)]

z warunkiem poczatkowym h(z,0)= z, gdzie P1é1RL » Poe P,

Dowéd, Udowodnimy najpierw, Ze warunek wystepujacy

w twierdzeniu jest konieczny, Zetdzmy, 2e¢ fe TI{.

Rozwazmy funkcje
(1.19) h(z.t) = F1 [F(z,0).t] .

gdzie F dana jest wzorem (1,10).

Z(1.19) otrzymujemy
(1.20) F [h(z,ﬂ ,t] = F(z,0) = f(z) .

Ré2zniczkujac (1.20) wzgledem t otrzymujemy

r drlh(z,t) ,¢ dh(z,t DF[h z,t) ,t)
(1,21) S . __%'{_L * _‘—(‘“‘)"'—3: =0,

Uwzgledniajec (1.10) 1 (1.21) otrzymujemy

Ak Sh(z,t) - h (z.t)
: dt dflh )] osTh( )]
h(z.t) AT h (@ H5RE
z,

g[h(z.{ﬂ- e a[h(z,t)]

co na mocy twierdzenia 1.1 implikuje (1.18).
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SpeXnienie warunku poczatkowego h(z,0) = z wynika 2 (1.19).
Wykazemy teraz, 2e kazda funkcja fe TIL da sie przed-
stawié wzorem (1,17), gdzie h jest rozwiazaniem réwnania

(1.18). Zauwazmy najpierw, 2e h'z(O.t) v (1 v te-td.)-i. A

jest konsekwencja réwnosci ‘DF[h(o,t)Jt] -id
S (0, t) =1 + te \
’ ‘ dF[h(0,t) , ] 5
Ale ze wzoru (1.20) mamy hz(o.t) - f(o)i S ?Uft t '

- P -Ld-\ wd
skad wynike a,(t) = (1 + te )

L4

Jednolistnodé funkeji h(z,t) dla ze K, 1 kazdego té€ [O,cx)

oraz warunki 1lim h;(o,t) =0 {1 h(O,t) = 0 implikuja na
T

mocy twierdzenia Hurwitza

(1.23) h(z,00)= 1lim h(z,t) = 0 .
t—> 0o

Z réwnosci (1.20) 1 (1.10) otrzymujemy
(1.24) f(z) = f[h(z,t)] + tg[h(z.t)] .
ktadac t ———>00 w (1.24) otrzymujemy

lim f(z) = 1lim f[h(z.t)]+ lim tg[h(z,t)] =
t—> co t— oo Chnteelyes s

e
= lin t[é h(z,r) + AN @) + ] -
fe—=p o0

& _'d‘ d
- lim(y . téw')h(z-t) _t_i + ._t_:z.fd.h(z,t)h” -
i

t -tdy 1
L 1+t € 1 +t €

-ta
= lim (1 + te Dh(z,t) ,
t—> co

co konczy dowéd warunku koniecznego,
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Wykazemy teraz, 2e warunek jest dostateczny,
Niech h bedzie rozwiazaniem réwnania (1.18) 2 warunkiem

-vo-
poczatkowym h(z,0) = z 1 niech f(z)= lim (1+te )h(z,t).
T t—poo

Wykazemy, 2¢ feY¥ . Z dowolnodci funkcji Pleﬂf%- i
Pze T wynika, 2e istnieje teka funkcja gwiazdzista

e 2

g(z) = e z + Az" + .., 1 fe K, ze

h(ztt)?bfr[‘rzz!?tlt)]

(r3theas Palhd s a[h(z.t)]

. Py[h(z.t)] =

h(z.t)—‘a—%-g-?-é-f-{-t)-u-

a[h(z,t)]

Podstawiajec (1.25) do(1.18) otrzymamy

2tlh(z,t)] Qggh!z,t)] dh(z,t)
(1.26) '3-'”'-5'—""‘:)—4- t Sh(Z,t —-%%‘——+g[h(2.t)] = 0,

MoZna zauwazy¢, 2e réwnanie (1.26) moze byé otrzymane

W wyniku rézniczkowania wzgledem t réwnosdci (1.20), gdzie F

dana jest wzorem (1,10), Dowéd faktu, ze F(z,t) jest jedno-

listna 1 obszarowo rosnaca jest identyczny jak w twierdzeniu

1.1, Zatem feMl, co koficzy dowéd twierdzenia,

Rodzina M zdefiniowana wyzej jest identyczna z klasa
funkcji prawie-wypukiych (tw.1,1) w przypadku,gdy g jest
funkcja gwiazdzista postaci (1.14). odpowiedni dobér funkcji

gwiazdzistych g generuje inne znane klasy funkcji jedno-
listnych,
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Przyktady: .
a) jezeli ge s*, to T jest podklasa funkcji prawie wypukiych

otrzymana w [2] . W tym przypadku P:LQ'To i p2 E"P ;

b) jezeli g(z)=2z, to TIl jest klasa funkcji z ograniczonym
/
obrotem (Re f(z)> 0, ze€ Kl)' W tym przypadku Ple‘TD "
P2(z)551:

e jozelt glz) = z £(z), to MM SC. Weady P, (z) =1, Pre P

d) jezeli g(z) = f(z), to Nl = s*, wtedy P, = Pze'T" ;
1
e) jezeli g(z) = z(f—é-z—‘)i'f’ , to ML jest klasa funkcji

8 -gwiatdzistych(Oé{B( 1), t.j. spelniajacych warunek

!
(1.27) Re—zrf(?(?“— Y (?; . ZEKy
: ot
f) jezelil g(z) = f(z)|-= flz) , 0T £ 1, to M jest klasa

()
funkeji T-wypuklych wprowadzonych w [_25] :

z ! I l
g9 ) jezeli 26123117 2f(2) } ! m
g(z) = zexp [_T_T [1 + a1
jc: { :

(2 Z) 2

T elo,1] . to T jest klasa funkcji Y -gwiazdzistych
wprowadzonych w [22].
Analogicznie jak w przypadkach a)=- d) réwniez w przypad=-
kach e)- g) funkcje Py 1 P, wystepujece w réwnaniu (1.18)

muszga by¢ stosownie dobrane,

Innym waznym przykiadem rodziny YW jest klasa GM funkcji

qQuasi-gwiazdzistych, Mozna zauwazyé, 2e definicja (1.7) klasy
M c
G moze byc podana za pomoca podporzadkowania, bowiem warunek

(1.7) jest réwnowazny
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(1.28) f(z)=M f(z) , M»1, fes™,

gdzie —t oznacza relacje podporzadkowania [1ﬂ .
Zatem jezeli przyjmiemy, 2e w (1.10) fes™ i g=f oraz
te [0,M-1] , to rozwigzania réwnania (1.18) dla t = M - 1
beda funkcjami quasi-gwiazdzistymi,
W tym celu wygodnie jest sformutowaé twierdzenie 1,2 dla

klasy M w nastepujacej postaci.

Twierdzenie 1.2 Funkcja Ye GM(M-eT) wtedy 1 tylko

wtedy, gdy da sie przedstawic w postaci
(1.29) Y (z) = h(z,T) .

gdzie h(z,t) jest rozwiazaniem réwnania

(1.30) —-'2-'1.-;-:-'—‘:—)- = =h(z,t) P[h(z,t)] g 0<£t4&T

z warunkiem poczatkowym h(z,0) = z, gdzie Pe¢ P .

Podamy obecnie zastosowania twierdzen 1.2 i 1.2’.
Jako pierwsze zastosowanie podamy oszacowanie !f(z)l dla
]
ustalonego z¢ K, 1 f zmieniajacej sie w klasie s©.

Niech fe s°, Wtedy na mocy twierdzenia 1.2

(1.31) f(z) = 1lim (1 + t)h(z,t) ,
t—» OO

gdzie h jest rozwigzaniem réwnania

(1.32) dh(z,t) h(z,t)
Dt o g +zt‘ﬂ[7z,t)]

z warunkiem poczatkowym h(z,0) =2z 1 Pe P.
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Réwnanie (1.32) mozna zepisa¢ w postaci
-1
(1.33) =2 log h(z.t) = -(1 + ¢ P[h(z.00)])"
Stad, poréwnujac czesci rzeczywiste w (1.33). otrzymujemy

(1.34) dt - " 3

—d[hr [h{ReQ(h) °

gdzie h = h(z,t), d|h|=3lh(z,t)] , dt =Jt, Q(h)=[1+tP(h)] Ta)

Znane oszacowanie dla ReP, gdy Pe T daje

-i -1
1+|h| < 1-|h
{1 + t -1—_-1—h-l—} - Re Q(h)é{i + t 1+|h\ A

co dowodzi nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 1.3, Jezeli h = h(z,t) jest rozwiazaniem
réwnania (1.32). to

- 1- lhl+ t(1+1]h]) ¢ _dt 1+ |hl + t (1= 1h!)
(1.35) LWEESILI) = d|n] o [ (T+1hTY i

Nieréwnodci (1.35) sa dokladne, a znak réwnosci me miejsce,
gdy funkcja Pe P wystepujaca w réwnaniu (1,32) ma postaé
LY

P(h) «Llrh e_;v . ‘?E (-“,n] P = arg h(zot) .
1 -he

W dalszym ciagu mamy

Twierdzenie 1.4, Jezeli h = h(z,t) jest rozwiezanienm
réwnania (1.32), to

1+ |nl 1 (1+1n)? l 2
1.36 = _ 1-1h| 1 (1= |hl
( ) IR 1sr .~ |h| ks LTI T Al :

gdzie r = |z| ¢ 1.
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Dowdd, Wykazemy lewa strone nieréwnosdcd (12.36).
z (1,19), (1.23) 1 (1.34) 4 definicji funkcji Q wynika, 2e
t = t(lh]) jest funkcja malejace odoo do O, gdy |h| € (O,r].
Potézmy x =|h|. Wykazemy, ze

(1.37) t(x)3>Y (x) » xe (o.r]

gdzie VY speinia réwnanie rézniczkowe liniowe

(1.38) Y00 - - xaodVe

z warunkamiY (0) =co ."I’ (r) = O,

Niech(ﬁ (x) = t(x)="Y (x). Biorac pod uwage (2.35) 1 (1.38)

otrzymujemy

/
(1.39) ¢ (x) £ -é (x) -%?(ZT:Y -

Zaxézmy, 2e nierdéwnoédé (1.37) nie zachodzi, Wtedy
istnieje X o€ (0.r) takie, ze @ (xo\ { 0. Z ciaglodci é
wynika istnienie x,€ (x,.r) takiego, z2e § (x)< O w prze-
dziale [xo.xl) i é (xl) = 0. Niech x™¢ (xo'xl)‘ Catkujac

stronami nieréwnos¢ (1.39) w przedziale (x, .x), otrzymujemy

-[1og|§tx)|]\x“s {log . ‘

(1+x)2

X*

Xo

»
Cdy X7 = Xq to@(xoy) O, gdy2 a_) (xy) = 0, co jest

sprzeczne z przypuszczeniem, zZe @(xo\ < O.

Tak wiec udowodnilidmy (1.37), 2 tym samym prawdziwoé¢ lewe]

strony (1.36). Dowéd prawej strony nieréwnoéci (1.36) jest
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analogiczny. Dokladnoéé (1.36) wynika z dokladnodci ( 1.35),
Mnozac teraz stronami (1.36) przez |h| 1 wykorzystujac

fakt, 2e

lim t h(z,t) = 1im (1+t) h(z,t) = f(z)e S° ,
t=—>Co t—b 00

otrzymujemy nastepujace znane twierdzenie |?4],
Twierdzenie 1,5, Jezeli fe SC, to

(1.40) = € [f(2)| £ L=, lz| = red.

Znaki réwnosci w(1.40)zachodza tylko dla funkcji postaci

f(z) = ___Z ___ =
(2) — l€l 1,

!
Jako zastosowanie twierdzenia 1.2 podamy oszacowanie

zf'(z)

arg —F-_.(Z)

dla ustalonego zeK, i fe G

Twierdzenie 1.6, Jedli f¢€ GM, to

I
i zf (2) 1-|f(zﬂ 1+r
(1-41) ars =zr £ log T3 T z1] I-r °* ro=|z| <4,

Dow6éd, Réwnanie (1.30) jest rdéwnowazne uktadowi réwnafn:
d log h(z,t) = = Re P[h(z.t)] dt
d arg h(z,t) = = Im P[h(z.tq dt .

stad otrzymujemy

d arg h(z,t) = I:P hgz.:) d log|h(z,t)
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Im[p[h(z,t)] + hiz,t P,[h (Z.ﬂ]}
Re P[h(z,t)]

d arg h;(z,t) - d log|h(z,t).

Z powyzszych relacji mamy

hoz, t) 1 In{h(z,t) F[h(z,0)])

(1.42) d arg
h(z,t) Re P [h (z, 1)

d log|h(z,t)] .

Z zalozenia wynika, 2e f¢ G, czyli PeTo .

Stosujac wzér Riesza = Herglotza

21

ie6

(1.43)  P(7) =f T G S
o e =T

m

2
gdzie'fm jest funkcja niemalejaca w [0,2“] i 5 d/L(G) = 1,
()

otrzymujemy
20
( 1-x2
(1.44) Re P[h(z,t)] = ] — d (o),

5 1+ x%= 2x cosY

oraz

20
1.45 IniPTh(z,t)h(z,8)} =
( ) m{ [ (x tﬂ = )} (1+x2-2x codY{z_

o

2x (1-x2) sinY

d);(e) .

gdzie X .lh(zot)‘ ) h(znt) O xei‘faw =Y - e, |Z‘ = r,

z (1,44) 1 (1.45) otrzymujemy

20 20 5
et 2x (1-x%) s1n
(1.46) _ 2% .{ i . dp&e)§I B d m(0) <
152 1+x“=2x cosVY . (1+x2-2xco§W02
o
20 &
7/ 2X r 1l - x‘-
4 d w(8e) .,
1-x2 J ‘14+x%-2x cos’Y 2
o
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z (1.42) 1 (1.46) wynika

(1.47) =2 hz(z,9 4 _ d Laagl
1-x h(z,t) 1-x

Catkujac nieréwnoéci (1.47) w przedziale [0,T] 1 korzy-
stajac z warunku poczatkowego h(z,0) = z, otrzymujemy(1,41),
Oszacowenia (1.41) sa dokiadne, a funkcja ekstremalna

dana jest réwnaniem (1,7), gdzie f speinia réwnanie

f(z) ei(‘?-'\’(x” -

gdzie Y (x) = arc cos —2-—2-. a ‘Pe[o 2Tﬂ 1 x =lh(z,0| se
la+x

ustalone,

Wniosek., Wykorzystujaec oszacowanie (1.41) i oszacowanie

|f(z)) dla fe M [3] , otrzymujemy

£(2) \ig.p? - =
zf (z +r)°" -
arg =7y < 1log T .

Ostatnia nieréwnoéé implikuje, 2e kazda funkcja klasy il

jest gwiazdzista co najmniej w kole

2G5 -8 ;(1 -fee)

2] €ng

Doktadny promien gwiazdzistodci klasy 6" nie jest znany,

2. Wykorzystujec definicje klasy ol dana wzorem (1.7)

mozna za pomoca réznego doboru funkcji gwiaszdzistych, otrzy-
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mac¢ odpowiednie podklasy funkcji quasi-gwiazdzistych,

Zajmiemy sie nizej niektérymi z nich 1 w tym celu

wprowadzimy dalsze definicje 1 oznaczenia,
Niech H oznacza dana funkcje holomorficzng i1 jednolistna
w Ky odwzorowujaca K, na obszar zawarty w prawej péipla-

szczyznie, tj. H(O)= 1, Re H(2)>0, z¢ Ky -

Przez S™(H) oznaczaé bedziemy klase funkcji f postaci

(1.3 ) holomorficznych w K, 1 takich, ze

(1.48) zf'(2)
=

T2) -3 H(2) dla ze K

T (2)
obszarowo funkcji H, tj. istnieje funkcja w holomorficzna

/
Znak —¢ oznacza, 2e funkcja =iz jest podporzadkowana

:
w K, 1 taka, 2e W (0) =0, |w (2] <1 1 zf z'{ = H (z))

Znane sa nastepujace przypadki klasy S™(H)

a) jezeli H odwzorowuje K, na prawg péiplaszczyzng, to
s*(H) = s* ;

b) jezeli H odwzorowuje K, na pétptaszczyzne Revr7ﬁ.
0<p <1, to s™(H) Jjest klasa funkcji ﬁ -gwiazdzistych
(1.27)

c) jezeli H jest odwzorowaniem kola K1 na kat

[w :Iargwl( p”"'/z , 0¢P & 1} , to S (H) jest klasa
funkcji (3 -katowo-gwiazdzistych [;ﬂ

d) jezeli H jest odwzorowaniem kola K, na obszar ograniczony

krzywa W = (cos H)‘@ "@" , =T/2&edTy2, o NV 41,
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-T2 e tM2, to s*(H)s s"(‘S’,@) [39] .
J
Inne przyktady klasy S™(H) mozna znalezé w [34].

Definicja. Bedziemy méwié, 2ze L jest funkcja H=-quasi-
-gwiazdzista, jesli speinia réwnanie (1.7), gdzie f jest
dowolna funkcje klasy S”(H) a M ustalong liczbe M > 1,

Klase funkcji H quasi-gwiazdzistych oznaczaé¢ bedziemy
przez GM(H).

Oznaczmy przez'TD(H) klase funkcji p holomorficznych
w Ky, takich ze Re p(z)> 0, p(0)=1 1 p(z2)k H() ., zeK,,
a przez'TO(g) klase funkcji P = 1/p, gdzie pe P (H),

Udowodnimy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.7. Funkcja ¥ ¢ cM(H), M -g’

wtedy, gdy da sie przedstawié¢ w postaci
(1.49) ¥ (2) = h(z,T) .

gdzie h(z,t) jest rozwigzaniem réwnania
dh t
(1.50) —-él:--l - -h@Eznrfh(z,0] , 0&t&T,

-~
z warunkiem poczatkowym h(z,0) = z 1 Pe TP (H) .

Dowdd. Niech fe¢ S™(H) generuje Y GGM(H):M = GT. t3.

f{r(z)] = e TF(2)

Rozwazajac réwnanie (1.7) z h = h(z,t), M=e®, t O,

otrzymujemy

(1.51) f[h(z.t)] =g~ F(2) .

. wtedy 1 tylko!
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Sked po zrézniczkowaniu wzgledem t mamy

{

(1.52) —9{; . —%—?- = -0 tf(2),

Dzielac (1.52) przez (1.51) otrzymamy

Dh(z,t) _ _ flhiz. 0] )
dt h(z,t) 1’;2{231

Z zatozenia fé€ S™*(H) wynika 2e p(w) = 3%%£¥l e P (H) ,

1 e M
lub P(W) = _p-(WTGTD(H) , co oznacza, 2e jesli ‘P ¢ G (H),
to ¥ (z) = h(z,T) . gdzie h speinia réwnanie (1,50),
Zaté2my teraz na odwrét, 2e funkcja h(z,t) speinia

réwnanie (1,50), gdzie Pe 13(3). Istnieje zatem funkcja
PR= %"GTD(H)I 2e

pw) = MELE

gdzie fé S™(H). z (1.50) mamy

(1.53) dh(z,t) _ _ _flh(z,0)]
Y '3:#‘_—:) ERD
?

Po rozdzieleniu zmiennych w (1,53) otrzymujemy

2f[h(z,
f[hf§.§3% = ots

Catkujec stronami powyzszg réwnoéé w przedziale [O0,T]
i wykorzystujac warunek poczatkowy h(z,0) = z, otrzymamy

h(z,T) L

log f[h(z.ﬂ]

0
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skad
f(h(z,T» = e Tf(z) .

Tak wiec P () = h(z,T) € G"(H), co koriczy dowéd twierdzenia,
Nastepujace twierdzenie stanowi zastosowanie twierdzenia

1.7.

Twierdzenie 1.8. Niech P ¢ GM(H), gdzie

%

(1.54)  H(2)= [(1 - 1*2 ] L 0T, g @5“/2
wtedy
12
26 | 14
(1.55) arg t'z("z')'l“"' - S tg -ﬁe \arc sin T IT—(l- xx

12|

X =|h(z,t)| s, T = log M,
Dowéd. Kezda funkcja f€ s™(H), gdzie H dana jest

wzorem (1.54 ) speinia réwnanie

) “/2(‘5
o S

(1.56) p(z) = — ;
1 -9

gdzie p G.Io .
Réwnanie (1.50) w rozwazanym przypadku mozna zapisaé w postaci

nastepujacych réwnanh:
-2
d log|h(z,t)] = - Re P T (p z,t)) dt

(1.57) -2

d arg h(z,t) = = Im P . (h(i.t)) dt ,
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gdzie funkcja P speinia warunek ReP(z))'f‘ . ZEK,.

Z (1.57) otrzymujemy

-2 ; |
T
(1.58) d arg h(z,t)= Imngf(h(éﬁﬂd_ d log|h(z,t)| = ‘

ReP " (h(z,t)

= - tg gﬁé{arg P[h(z.t)]‘} d loglh(z.tﬂ 2

—————

Wykorzystujaec dobrze znane oszacowanie [4]

L

2x
larg P[h(z.ﬂ]‘ £ arc sin I % ii; ¢ X -|h(2.t” .
+ m,(inx

1+x

w (1.58) 41 scatkowaniu otrzymanej nieréwnodci w przedziale

[0,7T] . otrzymujemy (1.55).
Nieréwnodé (1.55) jest doktadna, przy czym funkcja ekstremalna

Y dana jest wzorem (1.7), gdzie f spelnia réwnanie

zf’(z) 1+ (1=-27T)iz 2'%
z)y [ i=tz ]
2(

2z _ [1-§1-2T)iz] u
f (2) +L2 <

w zaleznodci od tego czy realizuje kres dolny czy gérny

arg L_)_(Z

z (]

bad2

Wniosek [3]. Kedac w (1.55) 3 = Mg 1 ¥ =o, mamy

<1.59) ‘arg ‘P(_Z! Z 109—1.;13-(-2—)-'— . 1+r A o -'zl(i.

2 R
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Wniosek [40] . Ktadac w (1,55) @ = “/2 1 § = % » Mamy ‘f
(1.60) arg\%)- < arc sin r - arc sin |[¥(2) , il

\
czyli oszacowanie arg EéEL dla funkcji quasi-%@-gwiazdzis-
tych,

Uwega. Interesujgcym wydaje sie fakt, 2e w przypadku
M ———> 00 oszacowanie (1.59) nie jest dokladne w klasie S¥,
podczas gdy (1.60) dla M ——> 0o jest dokladne w klasie

funkcji 1/2-gwiazdzistych a nawet dla klasy s¢ [24].

3. Podamy obecnie inny ni2z wy2ej sposdb generowania

pewnych klas funkcji quasi-gwiazdzistych,

Definicja. Bedziemy méwié, 2e P ¢ GM {mk , M= ol ,

!
meé (-1,1]  je$li speinia réwnanie (1.7), gdzie _zf(2)

iz = PR

oraz |
21
( ) 1+ze~ 10
1,61 p(z) = —_—— g L(B) .,
1-mze'“e )*
o

Funkcja s w (1,61) jest niemalejaca w [0,2“] 1 spelnia
21
r
warunek dm(@ =1,
Jesnis

Zauwazmy, 2e e {1} = cM é
Dla klasy funkcji danych wzorem (1.61) prawdziwy jest

nastepujecy lemat,
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Lemat 1.2. Jedli funkcje p dana jest wzorem (1.61),

1 _y31=m ek,

to ReP(z)= Re ETEE 5 1

Dowdd, Polézmy x = Rep(2), y = Imp(2),

Wtedy
1 X
RGP(Z) = Re B‘Ti') = x2+y2 .
Nalezy wiec znale2¢ min —55—5 ,» gdy x 1 y zmieniaja sie
x“+y
w kole
2
2 2.2 '
(x - 20r) o2 gl |z rer [26].
\ m“r (1-m“r<)“

Wykonujec elementarne obliczenia otrzymujemy

X [i+(1+m)r+mr2] (1-m2r2)
Gl ZoyZ  2[1e (2em) renr? | (enr?) - (1-r2) (1-n2rD)

Zatem w catym kole K, mamy min 2x S =8 konczy

dowéd lematu.

Dla klasy GM{m}, w analogiczny sposéb jak dla klasy

6M(H), mozna sformutowaé nastepujace twierdzenie,

Twierdzenie 1.9 [37] . Funkcja ‘P € GM{m‘, , M = ol

me (-1,1] wtedy 1 tylko wtedy, gdy da sie przedstawié

w postaci
(1.62) Yz = h(z,T) ,

gdzie h(z,t) jest rozwiazaniem réwnania

(1.63) | izl h(z,t) P[h(z,0)] ,

0Lt4
>3t t4T

- - ’
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z warunkiem poczatkowym h(z,0) = z, gdzie P(O)= 1,

ReP(z) ¥ 258 , zeK, .

Twierdzenie 1.9 pozwala oszacowaé: arg‘iéEL! i
(]

z ‘P (z M

—\??TZSTL dla ustalonego z€K, 1 f€G [m} .

Twierdzenie 1.10. Niech ‘P ¢ GM{m}. Wtedy dla [z|= r <1 l

- 1- ¥ (2 1
log n-}rfﬁ-)l— . 1:_:: dla m=1 '

(1.64) arc sin r - arc sin|¥(2)| dla

arg L)_;-Z

.S- L m=0

(1+m)[H(arc sin|¥(z)| ,m)- H(arc sin ro.m)]

L dlam ¢ O 4impai1,

gdzie H oznacza catke eliptyczne I rodzaju,

Dowéd, Niech Y ¢ GM{m}. Wtedy na mocy twierdzenia 1.9

mamy
d arg h(z,t) = é%;%%%;f%% d log|h(z,t)| . :

gdzie P(O)= 1, ReP(z2)> %5'- . ZeK; .

Wykorzystujac wzér Herglotza dla funkcji o czedci

rzeczywistej dodatniej nietrudno wykazac, 2e

(1+m) x - ImP[h(z.ﬂ] " (1+m) x

- V(:I."“"z) 2_ (1-m)2"? N Re P[h(z, t)] E V(i-mxz)z- (l-m) 2x2"

x =|lh(z,t)] ., co implikuje
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(1+m) x d log x - (1+4mYx d log x
£ d arg h(z,t) < 4
\ﬂl-mxz\z-(1-m52x2

\ﬁl-mgé)z-(i-m)zxz

Catkujac ostatnia nieréwnoéé w przedziale [0,T] 1

wykorzystujac warunek poczgtkowy h(z,0)= z otrzymujemy

|
b (z)| ey }
|
|

d x R(2) d x
(1+m) arg {=(14m) | - —
\](1 -x%){1-n°x?) - 2 V(l-xz)(l-mzxz)

co implikuje (1.,64),

Funkcja ekstremalna ‘¥ dana jest wzorem f(¥(2)) = f(z)

.

2£(z) (1-mzz)2-(1-m zz;K1+m)z\k1-mzz) - (1-m) 22

T = '
e (1+22) (1-m22) - 2 (1-m)22

gdzie

gdzie znak + odnosi sie do lewej strony (1.64),a znak - do

prawej.
Twierdzenie 1,11, Niech ¥ € G"'{m}. wtedy

< 1=-1%(z)]  1emr

( y Lam ¥l | _2-r . ]2¥
(1.65) [4 1+m|W(Zﬂ - =or

1zl Z
1- [9¢z2] = Te+mr £ [ JZzlm r<l,

Dowéd, Rézniczkujec (1.63) mamy

4
(1.66) d loglh;(z,tn g {1 + Re[h :;Ehﬁz?tﬁ t) } d log|h(z.tﬂ é

Ze wzoru Herglotza dla funkcji speiniajacych warunek P(0)= 1,
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Re P(z)> -15-"-'- » z€K, , otrzymamy

mn

1-miy| 2- (1=m) 71 cosY

1.67 Re P = d m(8)
A7) S 1+1%1 2~ 21¥] cosY s

27

1.68) Im P(Y) = (1+m)1¥| sin ¥ d w(e ,
{ - j 14131 %= 2 13| cosY el

(o]

gdzie Y =\, -0 , ¢ 4= argy 1 J- Jest funkcja niemalejece

w przedziale [0,211] taka, 2e /u.(zm - O = 1,
Stad
21

2
Re{h f2.1) P’[h (z.t)]} _ 1+ V\ 2x[(1+x%) cosY '2)’2‘] dph ()

2 (1+x2-2x cosY

co razem z (1.66) - (1.68) daje

(1.60) |1+ —{smx | § 109 x & d log|h, (z,t)] &
1- (1-m) x=mx Z

A \1 - (1”")";‘ d log x .

1-(1-m§x-mx2

Catkujac (1.69) w przedziale [O.T] i wykorzystujac

warunek poczatkowy h(z,0)= z , otrzymujemy

lecz)| ' ez
log x + log‘ﬁ-%-;—f-’;—)] < log|¥(2)| éllog X = log‘ﬁ%
_ |z|

] 21
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skad

Pzl (aeml¥al)  _1-r £ |¥@)] ¢ W@l (@-8@) _tenr
1=19(2)| r(ismry ~* ! T+m¥(2)1  r(2=-r) .

)
Funkcja ekstremalna ¥ w (1.65) jest wyznaczona przez réwn: nie
|

¥ (2) 1 z
(1_‘“2)) l+m M (1-2) l+m

wprzypadku oszacowania od doiu i przez réwnanie

¥ ) 1 z
(1+¥(z)) 2+m Mo (1+z)1*M :H

w oszacowaniu od géry,

Dla m=1 otrzymujemy odpowiednie oszacowanie da funkcj:

quasi-gwiaz2dzistych [3].

Réwnanie typu L8wnera (1.18) pozwala réwniez wprowadzi ¢
klasy funkcji jednolistnych z ustalonymi lub zerujacymi sic
wspétczynnikami, a réwnanie (1,18) %acznie z (1.7) analogicze
klasy funkcji quasi-gwiaidzistych, Wystarczy zatozy¢, 2e
funkcje P, 1 P, w réwnaniu (1,18) lub funkcja f w (1.7) wmaje
ustalone, badZ zerujace sie wspézczynniki.

Wprowadzimy jeszcze nastepuj@ce oznaczenia:
Sg(: s® oznacza podklase funkcji wypuklych z ustalonym

drugim wspétczynnikiem, t.j. klase funkcji f postaci

(1.70) f(z) = 2z + bz2 + a3z3 *r. 04b <1 ,
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natomiast 'T'ch T‘) podklase funkcji z czedcia rzeczywista
dodatnia postaci

(1.71) p(z)= 1 + 2bz + p222 + vee o 0O<bg 1,

Dla klasy S; mozna sformulowaé¢ nastepujacy analogon
twierdzenla 1 2,

Twierdzenie 1,12, Funkcja f¢ S; wtedy 1 tylko wtedy,
gdy da sie przedstawic¢ w postaci

(1.72) f(z) = 1lim (1 + t) h(z,t)
T =i CO

gdzie h(z,t) jest rozwiazaniem réwnania

(1.73) DhE) . pz,e i
dt 1+tP[h(z,t)]

z warunkiem poczatkowym h(z,0)= 2z, a PG'Wab.

Jako zastosowanie twierdzenia 1,12 podemy oszacowanie

|f(z)] dla ustalonego z¢ Ky 1 f€ ﬁ: .

Wykazemy najpierw nastepujecy lemat,

Lemat 1,3, Niech h = h(z,t) bedzie rozwiazaniem

réwnania (1.73) , gdzie P(-.Pb. Oznaczajac Jh (z,t)| = dlhl,
Vt = dt, mamy

. 1 1+2blhl+|h|12 ] dt 1 1- |h| 2
(1.74) = —[1 4 ¢ 5 —f e —|14t =
Ih| 1~ |hl dih] |h]|  1+2b|h] +|n}%

Dowéd, Niech h = h(z,t) bedzie rozwiazaniem réwnanies

(1.73) .
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Oddzielajec w (1.73) czeéé rzeczywista i urojona, otrzymamy

dt 1
(1.75) — W
d|h| |hl Re Q(h)

gdzte QM =(1+t P())™1 1 PeP,.
Wykorzystujac fakt, 2e obszarem zmiennoéci funkcjonatu

{P@aY, zex, 1 PeTP, jest koto |w-Al¢R [32], gdzie

(1-1212) (1= 121 2+i2bImz ) + 21212 (1-b?)
A =

(1-1212) (1+12| 2~ 2bRez)

(1.76)
21212 (1-b?)

R = — 4
(1-1212) (1+1z1%= 2b Re 2)

widzimy, 2e obszarem zmiennos$ci funkcjonau

{(1+t P(z))'i} P Z€K, 4 Pe'Pb jest koo |w -A°|s R

1+t A t R

1977 A = fcae . ¢ nileg RS A
il ©  1+tA|%-t2R? ©  J1+ta|2-¢%R?

Stad otrzymujemy

|1+tA]2- t2RZ l1+ta]2- ¢2RZ

co po prostych przeksztatceniach daje
gl -1

(1 79) .1 Eot 1+2blz|+|zl214 Re Q(h)é 1-|z|2 _
1- 1z) 2 1+2b1zl +121 2| .

1 +

o,
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Nieréwnoéé (1.79) jest dokladna. Znek réwnoéci z lewej strony |

ma miejsce dla funkcji P(2) = _EIEEEIEE w punkcie z=r
2 g

1=-2

1-22

a z prawej strony dla funkcji P(2)es ———5 w punkcie zm-r, |

1-2bz+z
wzér (1.75) 1 nierdwnodci (1.79) implikuje (1.74).
Mamy teraz jako konsekwencje udowodnionego wyzej lematu,

nastepujace

Twierdzenie 1.13, Jezeli f¢ sg | _to

2 r \E:;ﬁ—

(1.80) arc tg L|f@l £ Hn -

1+br

gdzie

(1-1) 1+b (1+t) i-b

X
e 3 S dt .
(o)

Oszacowanie (1.80) jest doktadne, a znak réwnodci ma miejsce

dla funkcji

z
{ 1 1 z+b b
f. (z) = — dt = ___[arc tg ——— ~arctg———-—
& =
) 1-2bt+t 12 2 2
1-b 1-b 1-b
) \ el e

w przypadku oszacowania z dotu, oraz dla funkcji

£ 1

fo(z) = Jr [(1--1:) Eal (1+¢) 1'b]- dt

w przypadku oszacowania z géry. W obu przypadkach réwnos$c

zachodzi w punkcie z=r,

(]
Dowéd., Niech f¢ Sb . Wtedy na mocy twierdzenia 1,12

.‘}

Le
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f(z)= lim (1+t)h(z,t), gdzie h= h(z,t) jest rozwigzaniem
t—>co

réwnania (1.73).

Catkujac nieréwnosé (1.74) i wykorzystujec warunek

poczatkowy otrzymujemy

2
1+2b|h h hi +b
<1°91) - |+| | [arc tg —rb . Siare tg —-——‘ ‘+ ]{: t
|h] \l1-ba , V1-b2 \ll-bz

. !

+b -b '
¢ .(.?;"_lhl)l |h](1+ LhY \@ (- @ (n))

gdzie

. 1

cb(x) -y[(l-t) 14D (4 41) 1'b]- dt , bef[o,1] .

0

Wykorzystujac fakt, 2e 1lim |h(z,t)|= 0 1 1lim (i+€ﬂh(z,ﬂ|- ¢
t—>00

t——> 0o

c »
=|f(2)] , fG‘Sb , otrzymujemy nieréwnodé (1.80) z (1.81),

Doktadnoéé oszacowar (1,80) wynike z dokiadnodci (1.74).
Ktadac w (1.80) r —> 1, z oszacowenia od dolu otrzymu-

c
jemy promien kota pokrycia w klasie Sb 5

c
Wniosek, Promieni kola pokrycia w klasie Sb réwna sie

1 |
=t arC-1g \-:l'—'---B
\' 1-b2 1+b t -

Ktadac w (1.80) b=1 lub b=0 otrzymujemy odpowiednio

doktadne oszacowanie moduiu funkcji wypuklych i moduiu funkecji

wypuklych nieparzystych,

Le
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Obecnie podamy oszacowania rozwazanych funkcjonaiéw
dla funkcji quasi-gwiazdzistych generowanych przez funkcje

gwiazdziste z ustalonym drugim wspdélczynnikiem badZ zerujgcymi
sie poczatkowymi wspéiczynnikemi, de

W tym celu oznaczmy przez ﬁ:t: S klase funkcji
holomorficznych 1 gwiazdzistych postaci

(1.82) f(2) = 2z + 2bz2 + a323 +

gdzie b jest ustalone, b¢ [0,1] .

Niech dale] GM[b]oznacza klase funkcji P guasi-gwiazdzi-
stych danych réwnaniem (1,7), gdzie fé¢ q: . Funkcja Ve GM[b]

ma rozwiniecie l

1 1 1 )
1,83 V()= —2 + 2b(—~ = Z7, + o n, zeK, ,
(2.63) M (M ;5> 1 |

Udowodnimy nastepujace twierdzenie,

Twierdzenie 1.14, Jedli ‘P ¢ GM[b], to dla |zl= r<1 mamy

1
(1.84) || 1 L
(2- 1Pl )22 @+lv@l )2 ~ M (@-r)**P(a+r)i-P
oraz i
(1.85) 1 r ‘ I\ ()]

M 1+2br+r2 2 1+2b|‘?(z)|+|‘f(z)‘2_-

Zneki réwnosci w (1.84) i (1.85) sa realizowane odpowiednio

przez funkcje Y dane réwnaniami
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(2.86) Y@ 1
(1-9(2) )**P (1+¥(2) )*-° ™

¥ (2) 1 z

(1.87)

1-2b¥(z) + qé(z) M 1-2bz+2°

@-z)1+b(1+z)i'b ’

dla z=r,

dla 2= -r

Dowdd, Niech Y ¢ GM[b], M-eT. W rozwazanym przypadku

podobnie jak w twierdzeniu 1.2'.

Y = h(z,T) ,

gdzie h=sh(z,t) jest rozwiazeniem

(1.88) Elfaltht-l- o - h(z,t)P[h (z,t)]

a P(z)=1-2bz+..., belo,] , zeK

Z réwnenia (1.88) mamy

d log|h(z,t)| = = Re P[h
Ale

1-|h}2

— £ Re Plh(z,t)
142b |h|+|h| 2 [ ]

zZatem

_ 1s2blhislhl?
1- |h|?

Catkujac ostatnia nieréwnoéé w prz
uwzgledniajec warunek h(z,0)= 2
(1.84) 1 (1.85).

réwnania

' OtL T,

(z.t)] de.

142b|h|+|h|?

< !
1-|h|?

2
€d log|h(z,t)| & - —2=Ihl

1+2b |h + |h| -

edziale [O,T] i

1 h(z,T)=(2), otrzymujemy







ol
Wniosek. Kladac M == OO wtedy(M\P-—} f € Sb)
1 wykorzystujac (1.84) 1 (1.85), mamy dla f ¢ S'T;

r
(2-r) 1+b (14r) 1-b

(1.89) £ |f@] £

1+2br+r2

Nieréwnodci (1.89) sa dokladne 1 zostaty otrzymane w inny

sposéb w [36].

Ktadac b=1 lub b=0 mozna otrzymaé odpowiednio z (1.84)
i (1.85) oszacowania “P(zﬂ dla funkcji quesi-gwiezdzistych
i quasi-gwiaeidzistych =2 a,=0. Ostatnie oszacowanie jest '
dokladne dla funkcji quasi-gwiazdzistych nieparzystych, jako

2e funkcja ekstremalna jest nieparzysta,

Rozwazmy jeszcze (ze wzgledu na poréwnania) klase funkeji
GT/z[b], tJ..klase funkcji quasi-1/2-gwiazdzistych danych
réwnaniem (1,7), gdzie f jest funkcja 1/2-gwiazdzista postaci
(1.70). Memy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1.15. Jedli ‘Pe Gy ,[b], mMse’, be [0.1] ,

to
1\ ()] 1 .
(1.90) —- — £ - — i
oraz
b4 1
(1.91) ¥ ()] o> PR
M
(1+2b|‘P(z)| +|Yez)| 2) \[1+2brer®

, r=lzl {1, Iie
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Nieréwnodci (1.90) 1 (1.91) sa doktadne, przy czym funkcj

ekstremalne spelnisja odpowiednio réwnania

Y(z) 1 y4
T+b b " o 1+b -5
(1-‘?(2)) T(i-&‘f(z)) Tz (1-2) Z (1+42) "z
i
Y (2) 1 z
2 - ’ dla
V1+2b\f(z) +\ = (2) ¥ \’1+2bz+22

Dowéd, Niech ‘P ¢ Cg[b]. Wtedy mozna wykazaé,

V(@ = h(z,T),

, dla zar ,1

Z=r ,

2e

gdzie h(z,t) jest rozwigzeniem réwnania postaci (1.30)., a

P(z) jost klasa funkcji holomorficznych postaci (1.71),

speiniajacych warunok

lP(zy- 1] < 1 , z €K, ,

Mo2na zauwazyé, 2e P(z)= 2(i+p(zf)'1, gdzie p¢ Py, » skad

wynika, 2e obszarem zmiennosci {P(zf} Jest koo
Iw - Al S Ry

gdzie

g -1 -1
A, = 2(1+A) [j1+A12-R2] , R, = 2R[|1+A]2-R2] ,

natomiast A 1 R dano sa wzorami (1.76).

Poniewaz ReA — Roé ReP(z) € ReA +R, , 2 powyzszych

rozwazanh wynika, Ze
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1aizi® 142b |21 + 121 2
£ Re P(2) &
1+b |z} 1+b 12|

(1.92)

Nieréwnodé (1.92) i rozumowanie analogiczne jak w dowo-
dzie twierdzenia 1,14 koticzy dowéd nieréwnoédci (1.90).1 (1,91) )
Ktaedac M ——3>00 oraz wykorzystujac (1,90) i (1.91)

otrzymujemy nastepujacy wniosek

Wniosek, Kazde funkcja 1/2-gwiazdzista z ustalonym drugim

wspélczynnikiem speinia nieréwnosé

e - < lf@l ¢ i

V__._2 T+b =6
1+2br+r (1_'.)_2_ (1_”_)—2_ -

Wniosek, Promierh kota pokrycia dla klasy funkcji

1/2-gwiazdzistych postaci (1.82) z ustalonym drugim wspéiczyn-

nikiem réwna sie
1

\Z 5T

Uwaga. Interesujacym wydaje sie poréwnanie oszacowan
danych wzorem (1.80) 1 (1.93). Oszacowania te sa rézne,

podczas gdy wiadomo, 2e w peinej klasie funkcji wypukiych 1
1/2-gwiazdzistych sa identyczne,

Na zekoficzenie rozdzialu I wspomnijmy, Ze rozwazajac
klase funkcji quasi-gwiazdzistych GM'", M-eT,r1»1, danych
réwnaniem (1.7). gdzie funkcje gwiaidziste generujace sa

postaci

1
(1.94) f(z) =z + an+12n+ + an+22n+2 *oees o z¢ K
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mozna podaé odpowiednie réwnania typu L8wnera dla tej klasy. ;
funkcji, jak réwniez szeregu oszacowar pewnych funkcjonatéw,
ktére sa doktadne dla funkcji n=symetrycznych [37]. l

Fakt ten wynika z nastepujacych twierdzen, |

Twierdzenie 1.16. [37] Niech‘Pe 6"'", wredy
Ih

(1.95) [—— (1+c") (1+r \I(1+,-n)2 4r )-1 < [P (z)] £

" | . h
n
£ [—5(1”-") (1-r"-V(1-r")2+ ::: )+ 1 o |z]= rda,

2r

L]

Funkcje ekstremalne dane sa odpowiednio réwnaniami

Y (2) 1 z V¥ (z) 1 z
> B - W i 2— B e
(1- v "(2)) R (1-:") (1+9"(2)) /n M (1«»2")2/n

Twierdzenie 1,17, [37] Niech PecM:n, wtedy

Y21 1 n n
arg —— |4 — log I—I'ﬂiﬂ ach2t L |z|- r<l1 .,

(1.96)
z | n 1+ |e)| M 2"

Funkcje ekstremalne dane sa odpowiednio réwnaniami

¥ (z) 1 z
— ~ > -] [r— re—
(1+N’ n (Z)) s 5 (1+i.zn)2/ 9
1
Y (z) 1 z
2 T 2 |
(1-ip" (2)) /7 M (aaizn)
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Oszacowania (1.95) i (1.96) w ezczegélnym przypadku n=1 I
daja wyniki uzyskane w [3].

Analogicznie do poprzedniego dla funkcji wypukiych f :
|
z klasy Sﬁc:sc postaci (1.94) zechodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 1,18, Je2eli f € Sﬁ , tO

Wynik jest dok&adny.-Funkcje ekstremalne f speiniaje w

réwnanie l

f% ) 1+ € 2" |
7 (2 +C 2
1+ (Z) = € 2" . |£|- 1

Warto zauwazyé, 26 f ¢ Sz jest funkcja ograniczona, bo dla

n>2

1
d 2,
7 £ }. : = -‘Zn cos Er(-)
(1-t") ) (a-em) " Tl e

ot——-—-’ﬂ
Q.
(o d

Z twierdzenia 1,18 dla n=1 otrzymujemy oszacowanie |f(z)|

dla £ € s°.

4, Réwnanie (1.18) 1 jego specjalne postacie oméwione
wyzej sa szczegblnymi przypadkami ogdélniejszego réwnania
Ldwnera - Kufariewa -~ Bezylewicza podanego w [2]. Tam jednak
oparto sie na teorii tdwnera - Kufariewa réwnath parametrycz-

nych w odréznieniu od przedstawionej w tym rozdziale metody
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elementarnej. Ponadto Bazylewicz nie zajmowat sie struktura
klas dla podrednich wartodci parametru t, lecz po scatkowaniu
odpowiedniego réwnanis rézniczkowego Bernoulliego, po przej-
éciu granicznym t—peo , uzyskat wzér strukturalny na tzw,

klase funkcji Bazylewicza.

Jak juz wspomniano, dla posdrednich wartodci parametréw
badano klase funkcji quasi-gwiazdzistych G w [3]. Jednak
oszacowania nie wszystkich funkcjonatéw dla poérednich
wartosci parametru t przechodza w granicy t——3>00 w O0Szaco=-
wania prawdziwe dla S*, ktéra jest przypadkiem granicznym
klasy G, lecz w odpowiednie wyniki dla funkcji klasy S, .
Przyktadami takich funkcjonaiéw sa |arg :fé!l\ i lerg —%¥¥%1¥
z€ Ky, Pec.
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Rozdziatlk IT

Zbiory pokrycia dla funkcji z unormowaniem

Montela i majoryzacja funkcji

1, Klasy funkcji holomorficznych w K1 unormowanych przez

warunki '
(2.1) F(0) =0 , F(z,) = 1
badz

(2.7) F(0) = 0 , F(2o) = 24

gdzie z, # 0 Jest ustalonym punktem kota, byly przedmiotem
badarh wielu esutoréw, miedzy innymi [16]. [17], [27], [15].

0 funkcjach z unormowaniem (2,1) bad2 (2.1 méwimy, 2e
posiadaja unormowanie Montela, Ze wzgledu na to, 2e klasy
z unormowaniem Montela nie sa obrotowe, niektére problemy
ekstremalne dla nich sa trudniejsze niz w klasach obrotowych,
Do takich probleméw naleza miedzy innymi twierdzenia o pokry=-

ciu,

Niech S;(zo] i Sc(zJ oznaczaje odpowiednio klasy
funkcji @ -gwiazdzistych i wypukiych w Ky unormowanych przez
warunki (2.1).
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W tym rozdziale wyznaczymy zbiory postaci

>
(2.2) Y[l = [\ F (Ke) .
phat P re s*z)

eI 1

(2.3) [ [sp(z\ ] = U F(K |

ch (z,)

dla ustalonego r¢ (0.1] i p ¢ {O,%E . '.

W przypadku granicznym dla r —> 1 1 p = 0 1lub P
otrzymujemy zbiory postaci (tzw. zbiory Koebego\

(2.4 (M\F ()

F

gdzie F¢ S*(zo) bad2 Fé¢ Sc(zs) » ktére zostaly wyznaczone
w [16].
Nastepujace dwa twierdzenia, dotyczace majoryzacji

funkcji, ilustruja zastosowania zbiordéw postaci (2.2). Jedno
z tych twierdzerh jest rozszerzeniem wyniku 2z [15].
W delszym ciagu wykorzystywaé¢ bedziemy fakt [17]. z

F(z) € S(’; (zo) wtedy 1 tylko wtedy, gdy F(2)= {—f—g—"— . gdzie f
N o '

jest funkcja (3 -gwiazdzista klasycznie unormowana,

Niech D, bedzie zbiorem wartosdci F(z) dla ustalonego

z€Cp = {z izl = r<’1} 1 funkcji F zmieniajacej sie w klasie
S’é(zo) . Oznaczmy nastepnie

o-o[ ] Uz,

zeéCp
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Wiadomo z [18] i [6]. 2e D[SE(Z&),r] jest obszarem domknie-
i
tym, ktérego brzeg sktada sie z dwéch konturéw gwiazdzistych

wzgledem poczatku ukladu: zewnetrznego r'l(r)

rz(")-

i wewnetrznego

Twierdzenie 2,1, Niech Inribﬁ. L- 1,2 oznacza obszar
ograniczony krzywa ri(r\. Wtedy

(2.5) w [S”(Z) r] = Inr (r ,

(2.6) XK [S(Z'(Zo),r] =l .

Dowéd, Oznaczmy

Sep N\ \J frey |

r Fes’ tzo] I

RICRRS [\ U [Fcz} |

ch"cz) 2eKy t

Zauwazmy, 2e I
(2.7) Z(Kr) = Inri(r), |

Z definicji zbioru

Fe sg(zoy

F(K)CIn l"l(r) » t] F(KHNCIn ri(ﬂ' Z drugiej strony, _jezeli
w e In rz(r) , to weélIn ri(r) . gdyz 1In rz(r)C In F1 (r) .

D [ P(Zo‘) r] wynika, 2e dla kazdej funkcJ:l.|
mamy F(C)CD. Stad na mocy zasady Lindeldfa

Jozeli zadé w¢ D-[ﬁi(r), to istnieje punkt W, bedacy punktem

wewnetrznym obszaru D, ktéry lezy na przediuzeniu odcinka

[O.W]. Z okredlenia zbioru D wynika, 2e istnieje funkcja
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~
Fo€ Sp () 1 punkt z,€C, taki, 2e Fo(zj) =W,

e

Stad na mocy gwiazdzistodci Fo punkt W ¢ Fo(Kr) , 8 wiec

We S(K), ezylt In[", (N Sk,).

Oczywista réwnoéc
Z(Kr) e [Sa(zo 'r]

koiczy dowéd twierdzenia (2.5).
Aby dowiez¢ (2.6) zauwazmy, 2e dla kazdej funkcji

jednolistnej F¢ S’*(zo) memy

¢

FIKD = F(K) = F(Ky = K) ,

a stad
(2.8) I—‘(Kr) 2 H(Ki)' E(Kl - K .

Biorac pod uwage, %2e zbiér EZ(Kl-K;) jest identyczny.z
zewnetrzem zbioru [r'z(r)u In['z(r)] oraz relacje (2.8)
wnioskujemy, 2e H(Krﬁc In rz(r). Z drugiej strony, jezeli
WEIn rz (r), to dla kazdej funkeji FE€ S’(;(zo) réwniez

W €InF(C ), tzn, dla kazdej funkcji FE€ s’é(zov » WeEF(K)
czyld well|(k). Zatenm Inrz(r)c H(Kr). _
Otrzymane inkluzje i oczywista réwnoéé [|(K) =T [sa(zol or]
koficze dowéd relacji (2.6) 1 twierdzenia 2.1,

Korzystajac z twierdzenia 1,1 wyznaczymy zbiory.

'J{[Sz(zo),r] 1 o[:[s’(j(zo‘).r] dla p-o i p-%.'Wtym

celu wystarczy znaloZ¢ brzegi tych obszaréw, tj, krzywe r‘l(r‘)

1 rz(") .

Zagadnienie to sprowadza sie do znalezienia obwiedni brzegéw
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zbiordéw D,, gdzie z€C.. v

Ze zwigzku miedzy klasami Sa(zo) i SF wynika, 2e problem

wyznaczenia obszaru zmiennoéci {F(z)} dla ustalonego zeK,,

gdy funkcja F przebiega klase S‘g(zo) jest réwnowazny wyznacze-

niu obszaru zmiennodci stosunku (l' f(Z(Z)} , gdy punkty z 4
o

z, sa ustalone w kole Ky, a funkcja f zmienia sig w klasie

e
e
f(z)

Zbioér T(Jz:)' , fe S*} zostal wyznaczony w [17] }

f (z . ol
natomiast zbiér { z) fe S‘Va.} w [39].

Zbiory 'D [3*(2J ,r] i D [3;(ZJ ,r] wyznaczono odpowiednio
7, I
w [18] i [6]. Zatem zgodnie z twierdzeniem 2,1 i uwagami

uczynionymi wyzej mamy,

Twierdzenie 2,2, Jezeli |zJ = Fy o |z} = r , to brzegiem
obszaru j{: [S*(Zo) .r‘] i £ [S* (Zo) .r'] sa odpowiednio
krzywe rz*(r) i ri"(r) o nastepujacych réwnaniach we
wspéirzednych biegunowych

(2.9 qu(r) : ?(G) - ——r—i [(1+r2) (1+r§) - 4rr,cos O -
ro(:l.-rz)
2 N2 21
-V[(i-&f‘z) (14-"02) - 4rr°cos e] -(1-[‘2) (1-"02) .|'

oraz

(2.10) rﬂl*(r) : Qo) =

’ R [(1+r2) (1+r°2)- 4rr,cos O +
o (1-r )

o+ V[(iu'z) (1+r°2) - 4rrgcos 0]1- (1.,-2)3 (1-,-02)7. 1
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Twierdzenie 2,3, Jezeli |z |= r . |z]| = r , to brzegiem
obszaru K [S;/;(zo) il AN E [s;fz(zo) ,r] e odpowiednio
krzywe | s () 1 | 4 (r) o nestepujacych réwnaniach we

wspéirzednych biegunowych:

b
(2.11) rz (r): %(G) n —'-.-2— [(1-rrocos e) -

o (1=rc)

- \'(1-rrocos 0)3- (1-?) (1"'023-1

(2.12) r‘i (r) %(G) = :F:TI)_ Ii (1-rr°cos G) +

- \}(1-rrocos G)E- (1-r2) (1"'0?23-\

Mozna sprawdzic¢, 2e funkcje brzegowe odpowiadajace

obszarowi zmiennodci {?E—ZE%- , fé¢ s?,z.} , 8 wiec réwniez
o LY
1-2 et'
p [s*(z),r| ., sea funkcjami wypukymi postaci SansE _C
l."/z. - ] ‘0 1-ze'¥
gdzie Y jest liczba rzeczywista, Zatem mamy nastepujacy

Wniosek, Réwnania brzegéw obszaréw :fc [Sc (zo\ ,r] i

L [sc(zo) ,r] dane sa odpowiednio réwnaniami (2.11) 1 (2.12),

Wniosek, Kiadac r —3 1 oraz wykorzystujac (2.9) 1

(2.11) mamy:

1 3{[8*(20) ,1] jest wnetrzem elipsy
(1-r°2)2 L

2
4ro 1-2r°cos G+r°

-8

(2.13) g (e
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2 '.'K[s" (zo) ;1] jest wnetrzem elipsy

2
(2.14) g(e) Ly : )

2ro 1-r°cos €]

Elipsy (2.13) 1 (2.14) pokrywaja sie z elipsami z |
twierdzeh 4 1 3 dla a=0 1 b=l 2z pracy [16]. {

2. Mozliwoséci uzycia zbioréw Koebego do rozwiagzania

pewnych probleméw w teorii mejoryzacji funkcji pokazane zostaly[

po raz pierwszy w [15]. Podane nizej twierdzenie 2,4 rozszerza
ten wynik, pozwalajec poda¢ metode rozwigzywania tzw, uogélnio-[
nego problemu odwrotnego [18].

Niech H oznacza klase funkcji f(z) = 84z + a222 * cee
a,%0 holomorficznych w Ky, a H,CH klase takich funkcji,
2e ponadto f(z)/, ¥ O, Z €K,

Przez N oznaczaé¢ bedziemy klase funkcji W (2) =k 4k, z4
Ol°,>, 0, holomorficznych w Ky 1 takich, 2ze Jw (z)|$1 p B NOCN 'l
klase takich funkcji W (z) , 2 W(2) ¢ 0O dla z¢€ K,. |

Niech nastepnie S),r.oznacza domkniety obszar wypukly
ograniczony pdtokregiem [z|=r, Rez4£0 1 dwoma 2ukami kolowymi

przechodzecymi przez punkt z=1 4 stycznymi do okregu \z\= r
w punktach z=lir .,

wiadomo [12]. ze
(2.15) Q,.-{(D(z): W €N, zeﬁr\].

Ksztatt zbioru

o —
(2.16) Q) ,.-{.w(z)s WeEN,, zeKr}
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1 réwnanie jego brzegu mozna znalezé w [13].

Oznaczmy wreszcie dla dowolnej klasy TC S

(2.07)  Tzp = {Far =7 H . reT)

gdzie z€K, 1 2z ¥ O jest dowolnym ustalonym punktem 2
kota K,.

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenia:

Twierdzenie 2,4, Dla kazdego 36 (0.1] istnieje

"mozliwie najwieksza" liczba R (R) £ 3 , taka,2e

/\ “f(z)‘ £ |F(z)| . zeKil—b
féH €T
f ¥

m M

(2.18)

/r'\G (o,R(g))[f (K) < F(Kg)]é{[ Q r- {1}]63{[1-(203 , g] e
re|z| m

) @ET(ZO\

¢ (Kg').k '

Twierdzenie 2.5, Dla kazdego CSG (0.1] istnieje

“mozliwie najwieksza" liczba R(g\g % taka, 2e

feH, F/G\T Uf(z“ < Ir@al Z&K::lﬁ

(2.19)

re(0.R(Q) [f®dc Fixg] &= {[Q )l KXo .q) -

r=lz,| m

5 QQT(ZD) q.> (K g)} .
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Podamy dowéd pierwszego z tych twierdzern, gdyz dow6d drugiego

jest analogiczny.

Dowéd twierdzenia 2,4, Zatézmy, 2e dla dowolnej pery
funkcji f€H, FET (f&F) ma miejsce relacje |f(z)|_/,|F(z)| .
z€ Ky, ktéra implikuje F(K)C F(Kq) dla r € (O.RQ) .
Wynika stad, 2e dla kazdego Zye 125l = r istnieje z,¢ K%
takie, 2e f(zo) - F(zl) .

Zalozenie |f (z)l £

F(z)| Jr'z'e K1 oznacza, 2e istnieje
teka funkcje w ¢N (wi1) , 20 f(z) =w(2)F(zy) .
Stad

f (zo) F(zl)

W -
(2o F(z,) F(z)

O

- @(zi) g

Widzimy wiec, 2e z uwagi na niezaleznoé¢ doboru funkeji f 4
F dla kaz2dej funkecji W ¢ Q (w ‘4!1) istnieje taka funkcja

®6T(zo) 1 punkt z,¢ Kq tekie, 20 W (z,) = @(zl) -
Ale kezdy punkt obszaru [_ Q r-{i&] jest postaci W (z)
i W (zo) = CI) (21) ,» a8 wiec w(zo) € @(KQ) dla kazdej
funkcji Q) QT(zo) s CZyli

W (z,) € m )(b (kq) = ':K: [T(zo)o %] 7

ez,
Wykazaliémy wiec inkluzje [ Q E= {1}] (= ]{[T (zO\ : l:g] .

Na odwrét niech teraz feH 4 FeT (f = F) beda takie,
20 W (2) = f(2) / F(2) , We ﬂ ((oil‘) i niech dla
kazdego r € (0.R(q)) bedzie

[ Q-1 < Hlren.q] -
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Poniewaz dla kazdego zylzgl=r, W (2) e 3{ [T(zoy 3] .
zatem dla kezdej funkcji @ € T(z,) 4istnieje takie

2,6 Kq , 26 W (z) =D (zy) .

{
|
|

Ale !
;

F(z,) f(z |

@(21\' '—1—-(0(20)" ——-9L !

F(z,) F(z,) |

wiec F(z)) = f(z,) . zatem f(C.) C F(Kq) . co jest
réwnowazne temu, Ze f(ﬁr)(: F(Kq)

Twierdzenie zostato wiec udowodnione,

Uwaga., Uogélniony problem odwrotny do problemu Biernackie-

go mozne sformulowaé¢ w nastepujacy sposéb [18]: dla danego
r ¢ (0.1] znalez¢ taka "mozliwie najwieksza"™ liczbe R(r) ,

2e:

(2.20) [If(2)| < |Fla)|, zeKi] => f (Kg(m) C FKD

dla kazdej pary funkcji f, F, gdzie f zmienia sie w odpowie-
dniej (np. H lub Ho) klasie minorant, a F w odpowiedniej
(np. SE) klasie majorant,

Zatem twierdzenia 2,4 1 2,5 podajg warunki konieczne i
dostateczne, aby zachodzila implikacja (2.20) w przypadku

minorant z klasy H bad2 Hye

b

W praktyce problem wyznaczenia statej R(r) dla F ¢ SE‘ |

i fCH bad2 Ho sprowadza sie do rozwiezania odpowiednich
|

nieréwnoéci dla réwnar brzegéw [S*(z rj 1 S). lub '
Q° Xls%eo r

r.

Odpowiednie szczeqdély rachunkowe dotyczace wyznaczania

R(r) mozna znaleZé np. w [18]. le]. [7].
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Rozdziat III i

Zagadnienia ekstremalne dla funkcji

typowo-rzeczywistych

1. W niniejszym rozdziale bedziemy rozwazac¢ wlasnodci j

klas funkcji typowo=-rzeczywistych w kole K.

Najpierw rozwazymy podklase TM klasy funkcji typowo-rzeczywise

tych 1 ograniczonych przez M, a nastepnie wyznaczymy obszar !
jednolistnodci dla petnej klasy funkcji typowo-rzeczywistych, E

Wyniki dotyczace probleméw w klasie T, zostaly opubliko- l
wane w [20]. ‘

Nastepujace réwnowazne definicje funkcji typowo-rzeczywi= |

stych sa najczeéciej uzywane,

Definicja. Funkcje holomorficzna w obszarze D zawieraja-
cym odcinki osi rzeczywistej nazywamy typowo-rzeczywist@,
je2eli przyjmuje wartoéci rzeczywiste na osi rzeczywistej i

tylko na osi rzeczywistej,

Definicje. Funkcje holomorficzna w obszarze D zewieraja-
cym odcinki osi rzeczywistej nazywa sie typowo-rzeczywista,
jedli jest rzeczywista na osi rzeczywistej, a w pozostatych

punktach obszaru D speinia nieréwnoéé
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(3.2) Imz « Imf(z) >0 , 2z€D, Imz g O,

Klase funkcji typowo-rzeczywistych w kole Ky oznaczacd

bedziemy przez TR,

Klasa TR zostata wprowadzona przez Rogosiriskiego w [Bi]
i badana nastepnie przez wielu autoréw np, [30], [29] ’ [10].

Dle klasy TR znane jest np.[ﬁo] lub [}Q] przedstawienie
parametryczne za pomoca caiki Stieltjesa,

Mianowicie:

-—z——-a—d}l.(t) g

(3.2) f(2) € TR &= f(2) =
1-2tz+2

ple—yp

gdzie . zmienia sie w klasie wszyetk%ch funkcji niemelejacych

w przedziale [-1.1] i takich, 2e .[ d}L(t) = 1,
-1
Idea badanie niz2ej zdefiniowanej klasy funkcji typowo=-

-rzeczywistych ograniczonych Ty zrodzila sie z obserwacji
wtasnosci jadra, ktdére wystepuje we wzorze (3.2) dla klasy TR,

Funkcja

(3.3) s(z,t) = —Tm te [-1.1]

jest funkeja jednolistna i gwiazdziste, a ponadto

zZ
S(z.l) = -—(1-—272- m k (Z) ’
(3.4)

s(z,-1) = -?;:235— - k*'(z) .




oo I
- &R .

& el [ Oex O () Y .

) 3
"

L
-

AAXuAn T 5;" sfo;l « m:twp A1oMauY pewdid
i AT zedvg yrelabed

?‘J?- NEwia alc
&= 'iﬂihwil:r--‘ 18t




- 53 = |

Funkcja S(z.t) odwzorowuje kolo K, na ptaszczyzne

rozcieta od - 00 do z—ﬁ-i—t)- i od m%-tT do + 00O .,
Jak wiadomo funkcje Koebego k~(z) i k*(z) se ekstremalnymi

ze wzgledu na szereg zagadnier ekstremalnych w klasie s* bads
S. i
Z kolei innym znenym faktem jest, 2e w pewnych problemach |

dotyczacych funkcji jednolistnych ograniczonych funkcjami

e — .~

ekstremalnymi sg tzw, funkcje Picka

4z li

(3.5) P*z) = -,
2 4z 2 : !

(V(l-rz) -5 ¢+ (1+z)) !

Az '

P7(z) = > i

(V(l z)2 -‘-13- + 1-2)) “;

Il

odwzorowujace koxo K1 odpowiednio na koto o promieniu M ﬁ

rozciete wzdiuz promienia od M [2M-1-2 VMIM-ls] do M badz |
od =M do =M [2M-1-2 \WTF-17

Zauwazajac, %2e funkcje Picka (3.5) sa rozwiazaniami '

, rozwazmy w zwiazku z funkcj:
(1-W) d

S(z,t) dang w (3.3) nastepujace réwnanie |

réwnan -?T%_SE_
1=-2

(3.6) z w | ]

o
1=2tz+2“

Oznaczajac przez Sy,(z,t) rozwigzanie réwnania (3.6)

dochodzimy do nastepujacej klasy funkcji

Definicja., Bedziemy méwié, 2e funkcja
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f(Z) -Z+8222"' eeo o L ZC‘Ki |

nalezy do klasy T, , M>1 , wtedy i tylko wtedy, gdy

(3.7) f(z) = Sy(z.t) d p(t)

he—

2z |
(3.8)  Sylz.t) = .

\“:1-2 (1- ﬁ)tz#»zz]z- :;+ [1-2(1- %-,I)tz+22]

gdzie M zmienia sie w klasie wszystkich funkcji niemalejacych

1
w przedziale [-1,1] i takich, ze J d/b(t) -1,
-1

Zauwazmy w dalszym ciagu, 2ze Jeéli' fe TM ,» to f jest
funkcja typowo-rzeczywista a ponadto |f(z)| <M, M>1 ,
z¢ K; . Ponadto Tes = TR , skad rezultaty otrzymane dla klasy
Ty dawaé beda w granicy M ——== oo wyniki z klasy TR ,
Mimo to okaze sie, 2e klasa Ty nie wyczerpuje catej klasy
funkcji typowo-rzeczywistych ograniczonych,

Wykazemy najpierw nastepujacy lemat,

Lemat 3.1, Funkcja W = sM(z,t) , té& [—1,1] dana wzorgm
(3.8) odwzorowuje koo K, na koo o promieniu M rozciete

wzdtuz odecinkéw  [-M,a(t)] 1 [b(t),M] ., gdzie

(3.9) a(t) = -[V[la—t (1~ %] 7_ _:1._2_ + [1+t(1- %{)l}

. -1
(3.10) b(t) = {\’[14(1- ﬁ)] - é. + [2-t(2- ﬁ)]}

-1

te [-1.1] .
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A
Dowéd, Polézmy 2z = € we wzorze (3.8). Otrzymamy wtedy

0 X , -- -1
= (ec.'f,t) - I!.\’[cos’f-t(l- ]%‘)] - ;12- +[cos‘f -t (1- }11)]‘} !

2
tatwo jest sprawdzic, 2e jezeli [cos’f -t(1- ﬁ)] - -;-5 >0,

to

min

2
050 €T \'[Cos‘f -t (1= 1%1)] - ;1?- + [coe‘f -t(1~ ﬁ)]l o ]!5[

1 jest osiagniete dla ¥ =0 1 t =1 bad2 ¥ aT & t= -1,
Z drugie] strony |w (ei'“.i)l < M 1 sted ‘SM(z,t)l =M
dla kazdego te [-1,1].
Jezeli ¥ =¥, = arc cos [%{ +t(1- '!{)] , to
W (e;'?.t) = M dla kazdego te& [-1,1] 1 podobnie
jezeli ¥ =¥, = arc cos |- 5’;‘, +t (1- liq)] ., to

W (ei'?.t) = =M dla kazdego tée¢ [-1.1] .

W przypadku gdy [cos‘? -t(l- i‘-:';[)] = - ;':!2- <0, to

Ly -1
W (e ,t)a { LV;‘—lz' - [eoe¥ ~t(2- )™ [cos? -e(1- %ﬂ]}

1 stad otrzymujemy, ze |W (e“ )] =M odle We(Y, ¥,).
Wreszcie gdy cosf = 1, to W (1,t)= b(t), te [-1,1] ,
a jezelli cos¥ = -1 , to w (-1,t) = a(t), te [-1,1] .

Wniosek, Funkcja W = SM(z,t) jest funkcja jednolistna
i gwiazdzista o wspéiczynnikach rzeczywistych, a wiec typowo-

-rzeczywista, Ponadto |SM(z,t)| = M, zeKy , te [-1.1] .

[ )
Twierdzenie 3.1, Obszarem zmiennosdci funkcjonaltu }f(z)]
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dla ustalonego z¢€ Kl(Im z ¥ 0) 1 funkcji f przebiegajacych
klase Ty Jest obszar ograniczony ukiem krzywej W = SM(z,t) .

te [-1,1] i odcinkiem aczacym korice tej krzywej,
Jez2eli Im z = O , to obszarem zmiennodci {f(z)} !
fe TM jest odcinek osi rzeczywistej

(3.11) [PY2) . P (2)] .

gdzie P* 1 P~ dane sa wzorami (3.5) .

Dowéd, Niech fe T,. Wtedy f(z) ma przedestawienie dane
wzorem ( 3.7), Na podstawie twierdzenia 2 z [1] obszarem
zmiennodci {f(z)} dla ustalonego zeK, , a fe T, jest
otoczka wypukta krzywej (3.8) W = Syu(z,t) , te [-1,1].,

Wykazemy, 2e krzywa W = Sy(z,t) , te [-1,1] Jest
wypukta, Oznaczmy

’Q-z+%,t-1-%

Wtedy

1

2(1_.02 [(r -2t D-V& -2t"(‘,)§-4 (1-'0?] te [.1.1].

(z.12) w =

Poxézmy T = x + Ly , w(t)=w(t) +iv(t) = u +iVv.
wtedy réwnanie (3,12) krzywej W = Sy(z.t) przyjmie postac

(po wyrugowaniu parametru t)

(3.13) YRS s e

Réwnanie ( 3,13) mozna zapisaé¢ w postaci
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(3.14) \T((u.,v-)-(a.- D2+ (1-)%p 3-yal-yi?-v= 0 . i

Badajac wyrazenie charakterystyczne dla wypuktoéci
%
f Yt - 1 Vun o Yo o ¥
(3.15) k » 'u.‘u.\ll-\r-l wY M.\Fv ‘U"U'\[,fu,
otrzymujemy :

2V 2 .2 2 2, 2
- S, {4 (2492 y2-4v [3(1-0)%u2-0A) -1] y -

- 3(2-T) %t 6(2-1) %202 2(1-T) %+ 9(1-T)R* -

s 6(1-‘C)2v2 + 1} . “gf;; - Ay) .
Rozpatrujac wyrezenie A(y) jako funkcje zmiennej y, mozna
sprawdzi¢ 2e A(y) Jest dodatnie dla kazdego W 1 v ,
Wynika stad, 2e krzywa (3.14) ma staly kierunek wypukiosdci
(zalezny od znakw ) . Ze wzoru (3.13) 1 faktu, 2e
T =z 4+ % » Z = X + 4Ly wynika, 26 >0 qgdy Imz>0 1
W»<0O0 gdy Im z<O0 , co dowodzi, 2e funkcja f¢ TM jest

typowo=rzeczywista,

Krzywa W = SM(z,t) jest zamknieta krzywa Jordana (dla
Im z>0 oraz Im z<0) gdy te (=oce, +o8). Zauwazmy, 2e
funkcje W , ='S,(z,1) = P7(z) L W , = Sy(z,-1) = P*(z) leza
zawsze w jednej péiplaszczyZnie (tzn. gérnej lub dolnej )1 sa
to konhce interesujacego nas xuku,
Zatem obszar zmiennodéci jest obszarem podanym w twierdzeniu,

Przypadek Im z = 0O Jjest oczywisty,

Uwaga., Z powyzszych rozwazah wynika, ze krzywa W = S, (z,t)

jest zamknieta i wypukla i ma ksztalt owalu symetrycznego
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wzgledem osi urojonej.

Przechodzi one przez punkt W = 0 i1 W = Y*\’Y(“‘g;‘t)
2(1-

na osi urojonej. Oczywiécie rozwazany obszar zmiennodci nie

zawiera poczatku ukiadu,

Wespomniane wyzej informacje na temat ksztaltu obszaru

zmiennosdci {f(z)} » ZE€EK, , fe T, pozwalaja wyznaczyCé szereg

oszacowahh dla funkcji klasy Ty o

Mamy zatem

Twierdzenie 3.2, Jezeli f¢ Ty + to dla kazdego
ze K,(Im z f 0) zachodza nierdwnodci

(3.16 ) |smz.1)| = |H2)] < |Sy(z.-1)| .
dla Re Sy,(z,-1) & O ,
(3.17) Isulz.=)| € [fz)] = |s(z.2)]
dla Re Su(z ,1) = 0 .

Jez2eli Re SM(z.-l)ao i Re SM(z.l).:O , to

| f(z)| = 2 = '
‘\“_Im(za» -i-)l‘t'a» 4(1-1’.)2 - Im(z «+ i-)l
(4 10811 (S(, _o)|°~ ReSfz.9) S~ 0

1 InSyz,1)> Im sM(z.-1) ;
(3.18) |f(z)‘;' ;
‘Sn(z)‘ﬁ‘ Jeélilspko‘i)l = Resr{z")m £ 0

L 1 Im S,(z,1)= Im Sy(z,-1) :
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(d Jeéli]SM(z,i)lz - Re SM(z,-i) SM(z.i) = 0
1 Im Sy(z.1)< Im Sy(z,-1)
[f(2)]
|Suz.2)| desls|sytz,1)| % = Re 5,(2,-1)5,(z.0) < O
X i Im SM(z,l) = Im SM(z,-l) ,
gdzie
Sy(z.=1)

(3.29) d = |Im

- |sy(z.2) = sy(z.-1)| .
M M\™?
Sy (z,1)- Sy(z.-2) \ | ‘
Dowéd, Oszacowania (3.16) - (3.18) wynikaje z wlasnosci

obszaru zmiennosci &f(zi& . fe Ty - Rézne przypadki wymagaja-

ce rozpatrzenia sa konsekwencja wzajemnego poozenia punktdw

W4 = Sy(z:1) 1 wo = SM(z.-i) . Liczba d oznacza odlegtodc
poczatku uktadu od odcinka taczacego punkty M|1 1w, .

natomiast warunek |SM(z,-1)|2 - Re SMzz,-i)SM(z,l);-O

implikuje, 2e kat miedzy wektorami [O,SM(z.-lﬂ i

[?M(z.-l). SM(z,iﬂ jest wigkszy od T, , co pozwala
poréwnaé wielkosci d 1 |Sylz.-1)].

Oszacowania (3.16) - (3.18) sa doktadne, Funkcjami

ekstremalnymi w (3.16) i (3.17) sa funkcje f(2)= SM(z.:l) .
Funkcja ekstremalna w (3.18) w oszacowaniu od géry jest
funkcja f(z)= SM(z,to) » gdzie t_ -*é? Re(z+%&) , T = 1-%M.

Funkcjami ekstremalnymi w (3.18) w oszacowaniu od dotu sg

funkcje f(z)= SM(z,il) badZ funkcja

f(z) = A Syz.1)+ (1= N)sy(z.-1) .

gdzie )\ €(0,1) spetnia réwnanie
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d = |Xsy(z.2) + @ =1 sylz.=1)|
a d jest dane wzorem (3,19)

Twierdzenie. 3,3, Jezeli fe¢ Ty , to dla ustalonego

z¢K, (Imz g 0) mamy
(3.20) arg Sy(z,-1) g arg f(z) g arg Sy(z.,1) jedli Imz>0,
(3.21) arg S,(z,1) < arg f(z) s arg Sy(z,-1)  jedli Imz<O.

Funkcjemi ekstremalnymi w (3.20) 1 (3.21) sa funkcje
f(z) = Su(z,51) .

Twierdzenie 3.4, Jozeli fe€ T, , to dla kazdego ustalone-

go zeK, , (Im z ¢ 0) mamy
(3.22) IImSM(z,-l)I 2 |Inf (2)] =|tmSy (z,1)|  gesls ReSy(z,1) =0,

(3.23) |ImSM(z,1)|:lImf(z)|s |tmsy(z.-1)] jesli Res,(z.-1)s O,

2

W[Im(z+ H)° - 4(1-T)% - In(z+ L)

(3.24) |m f(z)! <

je$li Re S,(z,-1)=20 1 Re S,(z,1)<0 ,

[|InSy(2z.1)] jedli ReSy(z,-1)= 0 1 ReS,(z,1)<0

1 |Sy(z.=1)| = |Sy(z.1)|:
(3.25) |Imf(2)| =

|ImSy(z,-1)| Je€11 ReS\(z,=1)=0 1 ReS,(z.1)s ©

i 1 |Sulz.=1)]| s |Sy(Z.2)].
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Gdy M =—» 00 wyniki zawarte w twierdzeniach 3,1 - 3.4

przechodza w odpowiednie wyniki dla klasy TR [}} [}0], |§9].
wzér (3.7) 1 twierdzenie 1 z [8] implikuje

Twierdzenie 3.5, Klasa T, jest klasa zwarts i jest
domknieta otoczka wypukla zbioru funkcji f(z)- SM(z.t) B
ve [-1.1] .
Przyporzadkowanie . e—= f (we wzorze 3,7) jest wzajemnie
jednoznaczne 1 jedynymi punktami ekstremalnymi klasy T, sa
funkcje f(z)= Sy(z.t) ., te [-1,1].

Niech 3 bedzie funkcjonatem liniowym i ciagiym nea
przestrzeni Frecheta wezystkich funkcji holomorficznych w kole

K,. Podobnie jok w [8] mamy
(3.26) max [Re](f): fe TM} = max{ Rej( f): f Jjest elementem
otoczki wypuklej klasy TM} = max{ReJ(f): f Jea‘t punktem

ekstremalnym klasy Té},

Wykorzystujec (3.26) 1 twierdzenie 3.5 mamy

Twierdzenie 3.6, Jez2eli fée TM , to

(3.27) min A (t)sa,< max A (t), n=2,3,...,
te [-1,1] te [~1,1]

gdzie

(3.28) Sy(z.t) = z+ :‘; A (t)z" .
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W szczegélnodci zachodzi

Lemat 3.2, Jez2eli f¢ TM , to

(3.29) ‘azlg 2 (1- &)
'1-;15 dla M ¢ [1,3]
RIER 2
5(1-%) -2(1-':'#) dla M6[3.oo>

~

Znak réwnosci w (3.27) 1 (3.29) zechodzi dla funkcji f(z)=
= Sy(z.t) z odpowiednio dobranym te [-1,1] . Kadac

wreszcie M ——> 0o otrzymujemy znany wynik 2z [10] .

Uwaga, Rozwazona wyzej klasa funkcji typowo=rzeczywistych

Ty nie wyczerpuje catej klasy funkcji typowo-rzeczywistych
ograniczonych, |
Wynika to np, z faktu, 2e funkcja ekstremalna dla max‘a3|.

feTy Jest f(z) = Sy(z,t) 1 odwzorowuje ona kolo K; na koo
o promieniu M z odpowiednimi nacieciemi jak w lemacie 3,1,

Z drugiej strony zachodzi nastepujace
Twierdzenie Tammiego [35]. Niech fe S 1 If(z)] < e’
dla z€K,, Wéwczas zachodza dokladne“oszacowania

(1) |e5] < 1- p~2T jedli OeT= 1,

(1)  |agj g ? +@72T. 46779, 26727 o411 1=T<oo ,

- & T
gdzie O<gr<l1l 1 GCG@ = @

Maja tu miejsce 3 przypadki
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a) O=sT<1, wéwczas obraz koila Ki przy odwzorowaniu
ekstremalnym przechodzi w koto o promieniu e’l, majace drodek
w zerze,K naciete dwoma radialnymi odcinkami, Odlegtoéé koricéw

; \[ 21')"1
tych naciec¢ od punktu W = O wynosi (1 + Vi-¢€° .

Naciecia leza na osi urojonej,

b) T = 1, wéwczas odpowiednim obrazem jest koio o promieniu €
naciete dwoma krzywoliniowymi 2ukami Jordena o wspélnym
poczatku na brzegu, symetrycznymi wzgledem osi rzeczywistej,

wzglednie kolo naciete jak poprzednio,

c) 1<T<oo , wéwczes odpowiednim obrazem jest obszar
symetryczny w/m osi rzeczywistej otrzymany z kota o promieniu
e T przez naciecie w ksztalcie "wideek* ( r—) wycho-

dzgcych z punktu W = QT.

Nalezy podkredlié, 2e znaki réwnodci w twierdzeniu
Tammiego maja miejsce dla funkcji ograniczonych przez @ T 4
typowo-rzeczywistych, Z rdéwnosdci e Tam wynika, 2e przypadek
a) zachodzi dla 1 €« M <@ 1 oszacowanie ia3l w klasie T,

jest identyczne jek w [35].

Oszacowanie (3.29) |a3|s 1 - J% , jest stuszne dla

M
ME [1,3] , lecz dla Me [e ,3] obowiazuje oszacowanie (11)

z twierdzenia Tammiego.

Wykazemy teraz, 2e dla @ T = 3 zachodzi nieréwnosd

Anita+02T _4eT-%, 20205, _o=2T . 8

gdzie ¢ e'c‘n e oL
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Stad mamy

-a —
10 - 128~ + 18720 > g ,

c <
gdzieg* €7 = % . Ktadac w powyzszym € = x otrzymujemy

2

18x> - 12x + 2 = 2(3x - 1)2 > 0,

G 1 -G 1
bo x =@ * 7 wobec réwnosdci ¢ e = 7. W takim razie

A > B , co implikuje , 2e oszacowanie Tammiego jest "gorsze"
dla \83| niz analogiczne oszacowanie dla klasy T, . Wobec

tego T, jest istotng podklasa klasy funkcji typowo-rzeczywis=-

tych, ograniczonych przez M i klasycznie unormowanych,

2., Klasa funkcji typowo=-rzeczywistych TR dana wzorem
(3.2) zawiera réwniez funkcje niejednolistne,

Problem wyznaczenia promienia jednolistnodéci i gwiezdzi-
stosci zostal rozwigazany w [1{]. Promiert ten jest réwny \[Z =1,

Ogélniejszym problemem jest wyznaczenie zbioru jednoli-
stnodci dla klasy TR, tj. takiego maksymalnego podzbioru
W CK; . 2e dla kezdego zell wszystkie funkcje fe TR ea
jednolistne,

Zbiér ten wyznaczony zostal ostatnio przez Goodmana [;2].

NiZej podamy inna metode wyznaczania zbioru W , ktéra
réwnoczeénie pozwala poda¢ inny, szczegétowy dowéd wyniku
Goodmana, co jednoczed$nie zapelnia luke dowodows wya%gpujqce
w jego pracy a zesygnalizowana przez recenzenta w Mathematical
Reviews, Vol.47, 4} 2043,

Niech fe& TR, Rozwazmy funkcjonat

(3.30) _\Y (£) = f(Zi) = f(Zz) '
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L
] zz = rze 2 ’ zl fzz ) 21.226K1 ’

Biorac pod uwage (3.2) mamy

= =T Z
(3.31) \If(f) . 5 177172 }—) d/.:.(t) !
21

(1-2t21+212) (1-2t22+22

y4 [11 wiadomo, %e zbiorem wartoéci funkcjonatu (3.31) jest
otoczka wypukla krzywe]
ol 2y"1
(3.32) W =W () = (1-2,2,) (1-2tz,+2,°) (1-2tz,42,°)
te [-1,1] .

Lemat 3.3, Krzywa W =W (t) dana réwnaniem( 3.32) jest

krzywa gwiazdzista,

Dowéd, Wystarczy wykazaé, 2e krzywa

(3.33) m (%) = (1_2t21+212) (1-21:224-22-2) =74 (t) e (1)

to te
zg = ra€ 1. 2y =rp@ 2, 2y £z, 040, 0,¢T, te [-1,1]

jest krzywa gwiazdzista. W tym celu obliczmy é% arg 0z(t).

Mamy
skad

Hd? argﬂz(t) = ad? argl?l(t) + a-d? argfzz(t) -
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I ‘ =ry)- ein 8,4+ W—E(rz -ry)sin 6, £ 0 ,
1

co oznacza, 2e argf?(t) jest funkcja malejaca, czyli ”Z(t)

jest krzywa gwiazdzistg, Lemat zostal wiec udowodniony,
Niech QL bedzie czedcia wspdbdlna kéi:

(3.35) x2 4 (ys1)2¢2 1 X% 4 (y-1)® 4

Okrag X2 4 (y+1)2 = 2 przechodzi przez punkty =1, 1,

(V2 -2), , a okrag xZ + (y-1)2 = 2 przechodzi przez punkty
-1, 1, (=V2 +1)i.
Wykazemy nastepujace

Twierdzenie 3,7, Zbiér s dany przez (3.35) jest zbiorem
jednolistnodci dla klasy TR,

Dowéd, Zauwazmy, 2e warunek argW(1) = argw (=1) ¢TI
implikuje jednolistnodcé funkcji 'fe TR, gdzie W =W (t) dana
jest wzorem (3.32), Natomiast, jedli tylko argW (1) =
- argwW(=1) =T , to feTR nie jest juz jednolistna, gdy2
funkcjonal'q? (f) dany wzorem (3,31) przyjmuje wartodé: zero.

Mamy zatem w tym przypadku

(1+z:|_)2 (:I.-«»zz)2 n
(1_zi55 (1‘22)2 :

arg

co jest réwnowazne réwnoséci
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- 67 =

(1+2,) (2 +22)
(1-2,) (1-2,)

-1.5 , B> 50,

Z powyzszej réwnoéci otrzymujemy

5 . L0
(3.36) . .Lp =1-2,( if+1) _ 1"& z, ant. (8)
2 ip v-zy(ip-1)  et%-z,
gdzie
. 1 + 1
e Lo . iig_____ , 0¢eo<Tl .

g -1
Zauwazmy, 2e krzywa ~{ (©) przechodzi przez punkt z, , gdy

(3.37) |2+ z,?

= 2 |21| ]

Ale z, jest dowolnym punktem, wiec kladac w (3.37)

zy =2 = x + LYy , otrzymujemy réwnanie okregu

Y:x2+y2+2y-1-0,

ktérego tuk dla =-14x41 , y>20 , Jjest"gérna"™ czedcia brzegu
zbioru U ., *Dolna"* czeéé brzegu zbioru U znajdujemy przez
symetrie wzgledem osi rzeczywistej,

Wykazemy teraz, 2e zbiér U jest maksymalnym zbiorem
jednolistnodci dla klasy TR, tzn, 2e dla kazdego =z E’LL.
f(z)e TR jest funkcje jednolistna.

Niech z, bedzie ustalonym punktem wewnetrznym zbioruql'.

a 1r1(sl.R1) okregiem przechodzacym przez punkty -1,1,z,.
Znajdujemy, ze
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Z drugiej strony réwnoéé (3,36) implikuje, 2e

1
Za + -1
2 *
( 3.38) = lzil .
22 + 21

Réwnanie (3,38) jest réwnaniem okregu

. |
-7 2r,8in 0O ar 2sin2 (<] K
s. R ¢ L<tq b | R 1 1 1
Y 2(S2:R5) ¢ S, = > S R P I Y-
1-ry (1-ry

Widzimy wiec, 2e gdy z, le2y na tuku okregu Yi(sl'Rl)
to przy warunku (3.36) punkt z, lezy na okregu TZ(SZ'RZ) .
Ale Sy = 1/32 . zatem z, 1 2z, nie moge le2eé po tej same]
stronie tuku | . Poniewaz zad funkcjonat \V(f) moze byc¢
zerem tylko na Zuku Y » to funkcja f€& TR jest jednolistna

wewnatrz g 3
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